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Abstract. Introduction. The article is devoted to the conclusion of 
resolving equations for solving the tasks of bulging rotating rods 
subject to the action of compressive co-centric forces taking into 
account uniformly distributed load along the axis.
In this mode, for example, fast-moving shafts operate.

The purpose of this article is to provide an engineer with a method 
for calculating drill pipes, tested diagrams and justification of 
conditions in rotary drilling.
Materials and Methods. The new mathematical models describing 
stability of rods taking into account own weight and new software 
are proposed. Numerical simulation of load intensity distributions 
in the rod along the axis was carried out, at the same time different 
types of boundary conditions of rod fixation are used.
Results. Mathematical models and software for numerical simula-
tion of stability of rotating rods under action of axial compressive 
forces have been improved.
Note that the effect of torsion moment in the present case may not 
be considered as insignificant in comparison with the above loads.
A new method of calculating stability of rotating rods, allowing to 
take into account any boundary conditions and taking into account 
own weight, has been developed and scientifically justified.
There are proposed mathematical expressions convenient for prac-
tical use, which give very accurate results.
Discussion and Conclusions. Obtained results can be used in evalu-
ation and diagnostics of state of samples of structural materials, in 
process of experimental investigations and in investigation of 
fast-flowing rotating processes in rod structures of variable stiffness, 
made of anisotropic composite materials in machine-building, 
shipbuilding, aircraft engineering, instrument-making, power en-
gineering, etc.
Keywords: rotating rod, differential equations, greatest deflection, 
long modulus of elasticity, boundary conditions, frequency of 
transverse oscillations.

Аннотация. Введение. Статья посвящена 
решению задач выпучивания вращающихся 
стержней, подверженных действию сжимающих 
сосредоточенных сил с учетом равномерно рас-
пределенной нагрузки вдоль оси.

В таком режиме работают, например, бы-
стровращающиеся валы. 

Целью данной статьи является разработка 
инженерного метода расчета стержней (буриль-
ных труб), апробированных схем и обоснование 
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условий при роторном бурении с учетом соб-
ственного веса и различных граничных условий.

Материалы и методы. Предложены новые 
математические модели, описывающие устой-
чивость стержней с учетом собственного веса,  
и новый алгоритм для программного обеспечения. 
Проведено численное моделирование упругого 
равновесия стержня с учетом распределения 
интенсивности нагрузки в стержне вдоль оси. 
При этом рассмотрены различные виды закре-
пления стержня (граничных условий). 

Результаты исследования. Усовершенствованы 
математические модели и программное обеспече-
ние для численного моделирования устойчивости 
вращающихся стержней при действии осевых 
сжимающих сил с учетом и без собственного веса.

Отметим, что влияние крутящего момента в 
исследуемом случае можно не рассматривать, 
как незначительное в сравнении с указанными 
выше нагрузками.

Разработан и научно обоснован новый метод 
расчета на устойчивость вращающихся стерж-
ней, позволяющий учитывать любые граничные 
условия и действие собственного веса.

Предложены удобные для практического 
использования математические выражения, 
которые дают весьма точные результаты. 

Обсуждение и заключения. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы в оценке 
и диагностике состояния образцов конструк-
ционных материалов, процессе проведении 
экспериментальных исследований и в анализе 
быстропротекающих вращающихся процессов 
в стержневых конструкциях переменной жест-
кости, выполненных из анизотропных компо-
зиционных материалов в машиностроении, 
судостроении, авиастроении, приборостроении, 
энергетике и т.д.

Ключевые слова: вращающейся стержень, 
дифференциальные уравнения, наибольший 
прогиб, длительный модуль упругости, гранич-
ные условия, частота поперечных колебаний.

Финансирование:
Работа выполнена в рамках инициативной 

НИР.

Введение. Известно, что при бурении скважин 
на очень больших глубинах, когда вращающий 
момент подводится к верхнему концу колонны, 
а усилие на конце создается силой его тяжести, 

бесперебойная работа системы может дать сбой 
в связи с возникновением ряда механических 
явлений. Это может быть потеря устойчивости 
колонны в нижней ее части по типу сжато-изо-
гнутого закрученного стержня или возбуждение 
изгибных колебаний и т.д. При теоретическом 
моделировании статического или еще сложнее, 
динамического поведения стержня в упомяну-
том выше процессе возникает необходимость 
интегрирования дифференциальных уравнений 
их равновесия и колебаний. Эти задачи сопря-
жены со значительными аналитическими и 
вычислительными трудностями. Они возника-
ют на начальной стадии их постановки и обу-
словлены сложной комбинацией статических 
и динамических силовых факторов.

В диссертации на степень адъюнкта при-
кладной механики в 1907 г.  профессор  
С.П. Тимошенко решил задачу о выпучивании 
вращающихся валов, сжатых осевой силой. Для 
классического закрепления стержня «шарнир-
шарнир» им было получено соотношение для 
определения критической силы и, как частный 
случай, уравнение, которое дает возможность 
определить критическую угловую скорость. 
Отметим, что упомянутое уравнение для этого 
частного случая вывел академик А.Н. Крылов.

Спустя 15 лет профессор Л.С. Лейбензон [1] 
приводит задачу, где рассматривается равно-
мерное вращение консольного стержня в усло-
виях растягивающей осевой силы и с учетом 
собственного веса. Автор использовал прибли-
женный метод для решения поставленной за-
дачи определения критической угловой скоро-
сти.  Решение в  квадратурах  получено  
С.И. Шищенко и Р.И. Шищенко, где они при-
водят формулу для определения критической 
угловой скорости без учета собственного веса. 

В своих научных трудах профессор А.Н. Дин-
ник [2; 3] также исследовал влияние равно-
мерного вращения стержня на величину кри-
тического момента с помощью приближенного 
метода. 

В середине прошлого века Л.Е. Симонянц 
[4], используя приближенный метод, исследо-
вал уравнение линии упругости вертикально 
расположенного вращающегося стержня с раз-
личными формами равновесия.

А. Линевский в работе [5], используя при-
ближенный метод, получил формулу для опре-
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деления критической угловой скорости колон-
ны при осевом сжатии с учетом ее собственно-
го веса. 

Изучая вращение консольного стержня, по-
лучил формулу для определения критической 
угловой скорости и профессор Я.Г. Пановко. 
Им же данная проблема также решается и для 
вращающейся бурильной колонны в работе [6]. 

Э.М Любовин в своих трудах приводит ре-
шение для критических скоростей вращения 
колонн бурильных труб. 

Обобщение всех перечисленных работ мож-
но встретить в трудах профессора В.И. Гуляева 
[7–11].

В настоящее время можно привести работы 
Т.А. Боднарь [12], Я. Вэньчже [13], Р.А. Сабирова 
[14], Чжао Цзе [15] и ряд других зарубежных 
авторов [16–26], которые развивают известные 
методы решения задач устойчивости вращаю-
щихся стержней.

Сделав такой краткий обзор, считаем, что в 
общем случае для различных граничных условий 
при действии сжимающих осевых сил с учетом 
собственного веса исследований проведено 
достаточно много, но чаще всего решения пред-
ставлены с очень громоздкими выкладками, 
что затрудняет их использование на практике 
рядовыми инженерами. Представленная статья 
посвящена совершенствованию метода расчетов 
на устойчивость вращающихся стержней и при-
ведению решения к удобной для практическо-
го применения форме. 

Материалы и методы. Рассмотрим вначале 
вращающиеся стержни без учета собственного 
веса. Стержень (рис. 1) вращается вокруг своей 
оси с заданной угловой скоростью ω. 

 
Рис. 1. Расчетный узел вращающегося стержня

Fig. 1. The design node of the rotating rod

Рассмотрим элемент стержня длинной ds 
(рис. 2). 

Рис. 2. Элемент стержня длиной ds
Fig. 2. Rod element of long ds

Проектируя внутренние усилия и внешнею 
нагрузку на нормаль к упругой линии, получим 
уравнение равновесия:
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С учетом (2) выражение (1) перепишем в 
следующем виде:

 − − 





− 





+ ( ) =dQ N
d

dN
d

q x dx2
2 2

0ϕ ϕ
.

Разделим последнее выражение на dx и, пре-
небрегая произведением дифференциалов, по-
лучаем:

 
dQ

dx
F

d

dx
q x+ + ( ) =ϕ 0.  

Заменив первое и второе слагаемое из (2), 
получим однородное дифференциальное урав-
нение четвертого порядка с постоянными ко-
эффициентами:
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 Далее удобно рассматривать разрешающие 
уравнения в безразмерных величинах. Сделаем 
следующую замену:

 x = ξ
l
; ζ = lψ;  (4)

Область определения новой переменной:
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Решение данного дифференциального урав-
нения известно:
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В классическом варианте закрепления стерж-
ня «шарнир–шарнир» решение получено  
С.П. Тимошенко в виде:

 
F

q l

g

EI

l
z+ =ω

π
π2 4

2

2

2
.
 

Как и ранее, рассмотрим прямолинейный, 
вертикально расположенный и вращающийся 
стержень. В данном варианте будем учитывать 
собственный вес. 

На практике аналогичные условия встреча-
ются для быстро вращающихся валов. И в этом 
случае указанные силы — это доминирующий 
фактор, и влиянием крутящего момента можно 
пренебречь [7; 12; 17]. При малых отклонениях 
от прямолинейной формы дифференциальное 
уравнение изогнутой оси стержня имеет вид (8). 
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Рис. 3. Расчетный узел вращающегося стержня  

с учетом собственного веса
Fig. 3. The design node of the rotating rod,  

taking into account its own weight
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Далее удобно рассматривать разрешающие 
уравнения в безразмерных величинах. Тогда

 d v

d

dv

d
d

q

gEI
v d dz

m r
z

z2

2

2

00

4

ξ
ψ

ψ
ψ ω γ ψ ψ

ξ

ξ

+ − ( ) =

= −

∫∫
,

 

(12)

где

 β γ ω3
3 2

4
2 4

= = = =ql

EI
m

Ml

EI
r

Rl

EI

q l

gEIz z z z

; ; ; .   (13)

Решение (12) будем искать в виде степенно-
го ряда:
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Определив первые и вторые производные, 
подставим в (12) и, приравняв коэффициенты 
при одинаковых степенях, получим:
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Окончательное решение уравнения (12)  
с учетом найденных коэффициентов принима-
ет вид: 
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Результаты исследования 

Задача 1. Вариант закрепления «Защемление–
шарнир» без учета собственного веса. 

Рассмотрим стержень, у которого верхний 
конец защемлен, а нижний конец — шарнирный 
(рис. 7, б). Интенсивность вертикальной рас-
пределенной нагрузки равна нулю.

Граничные условия для определения четырех 
постоянных интегрирования имеют вид: 
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Определитель этих четырех уравнений при-
равняем нулю и получим трансцендентное урав-
нение:
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Уравнение (19) позволяет построить зависи-
мость между α и γ. При γ = 0 с учетом (6) из 
трансцендентного уравнения получим неопре-
деленность и, раскрыв ее, получим:

 tgα – α =0. (20)

Из последнего соотношения следует α = 4,493407, 
т.е. с учетом (6) получим формулу Ясинского 
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,  

а при α = 0 и γ = 3,926601 получим формулу:

 
ω = 15 42

2

,
.

l

gEI

q
z

 
(21)

Для инженерных расчетов соотношение (19) 
не совсем удобно. Для этого зависимость  
(рис. 4) аппроксимируем следующей кривой:

 α2 + aγ4 = b. (22)

 

Рис. 4. Зависимость между α, β «Защемление–шарнир»
Fig. 4. The relationship between α, β  

«Hard termination–hinge»
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Определяя коэффициенты a и b, получим:

	 α2 + 0,0849γ4 = 20,19. (23)

И в этом случае значения α и γ, определяемые 
по (23), лежат в области устойчивости (рис. 4).

Учитывая соотношения (6), окончательно 
получим:

 
F

q l

g

EI

l
z+ =0 0849 20 19

2 2

2
, , .

ω  (24)

Задача 2. Вариант закрепления «Шарнир–
шарнир» с учетом собственного веса.

Рассмотрим шарнирно опертый стержень 
(рис. 5). Здесь m = 0.

Рис. 5. Расчетная схема «Шарнир–шарнир»
Fig. 5. Design scheme «Hinge–hinge»

Граничные условия: при x = 0, ξ = 0, v(0) = 0, 
надо положить A

0
 = 0. Далее при x = l, ξ = 1, 

v(1) = 0 и
 dv

d

1
0

( )
=

ξ
 
и числовой поиск аналоги-

чен предыдущему. Полученные соотношения 
запишем 

 A k rk

A z rz
r

r

1 1

1 1
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.
 

Условие существования ненулевых решений 

 
D

k k

z z
r

r

= =1

1

0.
 

Процедура решения — как и ранее. Данные 
результатов сведены в табл. 1. 

Зависимости между β и γ типичные и при-
ведены на рис. 6. 

При β = 0 и γ = π, учитывая (13), получаем 
частный случай, т.е. формулу С.П. Тимошенко [1].

 ω π
кр =

2

2l

gEI

q
z .   (25)

При β = 2,648058 и γ = 0, учитывая (13), 
получаем частный случай, т.е. формулу А.Н. Дин-
ника [8].

График зависимости между β и γ можно ап-
проксимировать следующей кривой:

 β2 + aγ4 = b. (26)

Как и ранее, определяя коэффициенты a и b, 
получим:

 β3 + 0,191γ4 = 18,57. (27)

Таблица 1
Table 1

Зависимость коэффициентов β от α для закрепления «Шарнир–шарнир»
The dependence of the coefficients β on α for fixing the «Hinge–hinge»

α β α β α β α β α β

0 2,648057 0,7 2,605857 1,4 2,468781 2,1 2,196462 2,8 1,587946

0,1 2,647209 0,8 2,592618 1,5 2,439619 2,2 2,135201 2,9 1,424479

0,2 2,644669 0,9 2,577424 1,6 2,407531 2,3 2,071442 3,0 1,200214

0,3 2,640422 1,0 2,560195 1,7 2,372278 2,4 1,999977 3,1 0,803247

0,4 2,634448 1,1 2,540819 1,8 2,333558 2,5 1,919087 3,141593 0,0

0,5 2,626722 1,2 2,519243 1,9 2,291001 2,6 1,826341

0,6 2,617205 1,3 2,495281 2,0 2,244158 2,7 1,71802
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И в этом случае значения β и γ, определя-
емые по (13), лежат в области устойчивости 
(рис. 6).

Учитывая соотношения (13), окончательно 
получим:

 ql
q l

g

EI

l
z+ =0 191 18 57

2 2

2
, , .

ω  
(28)

Наибольшее значение прогиба (рис. 5) будет 
при 

 0,50l < x
0
 < 0,54l. (29)

 

Рис. 6. Зависимость между β, γ «Шарнир–шарнир»

Задача 3. Вариант закрепления «Шарнир-
защемление» с учетом собственного веса. 

Рассмотрим стержень, у которого верхний 
конец шарнирный, а нижний конец защемлен 
(рис. 7, а). В данном случае m = 0. Согласно 
условию закрепления, при x = 0, ξ = 0, v(0) = 0, 
d v

d

2

2

1( )
ξ

 надо положить A
0
 = 0. 

Далее при x = l, ξ = 1, v(1) = 0 и 
dv

d

1( )
ξ

 чис-

ловой поиск аналогичен предыдущему. Зависи-
мость между β и γ показана на рис. 8. При  
β = 0 и γ	= 3,926601, учитывая (13), получаем 
формулу, 

 

ω π
кр =

2

2l

gEI

q
z .

  (30)

   

Рис. 7. Расчетные схемы: 
а) «Шарнир–защемление»; б) «Защемление–шарнир»

Fig. 7. Settlement schemes:
а) «Hinge–hard termination»; b) «Hard termination-hinge»

При γ = 0 и β = 3,744452, учитывая (13), 
получаем формулу А.Н. Динника [8],

 
l

EI

q
z

кр = 3 743, .
 

(31)

Приближенная зависимость (26) в данном 
случае имеет следующий вид:

 β3 + 0,221γ4 = 52,50. (32)

Или, учитывая соотношения (13), оконча-
тельно получим:

 ql
q l

g

EI

l
z+ =0 221 52 50

2 2

2
, , .

ω  (33)

Наибольшее значение прогиба (рис. 6, а) 
будет при 

 0,42l < x
0
 < 0,46l. (34)

Задача 3. Вариант крепления «Защемление–
шарнир» с учетом собственного веса. 

Рассмотрим стержень, у которого верхний 
конец защемлен, а нижний конец шарнирно 
закреплен (рис. 7, б). Согласно условию закреп-

ления, при x = 0, ξ = 0, v(0) = 0,
 dv

d

1( )
ξ

 
надо 

положить A
0
 = 0 и A

1
 = 0. 

Далее при x = l, ξ = 1, v(1) = 0 и
 d v

d

2

2

1( )
ξ

 = 0. 

β3 + 0,191γ4 = 18,57
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Рис. 8. Зависимость между β, γ «Шарнир–защемление»
Fig. 8. The relationship between β, γ «Hinge–hard termination»

Графическая зависимость между β и γ на 
рис. 9. При β = 0 и γ = 3,926601, учитывая (13), 
получаем формулу, 

 
ω π

кр =
2

2l

gEI

q
z .

  
(35)

При γ = 0 и β = 3,107555, учитывая (13), 
получаем формулу А.Н. Динника [8],

 
l

EI

q
z

кр = 3 743, .
 

(36)

Приближенная зависимость (22) в данном 
случае имеет следующий вид:

 β3 + 0,226γ4 = 30,01 (37)

Или, учитывая соотношения (13), оконча-
тельно получим:

 

ql
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l
z+ =0 126 30 01

2 2

2
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ω
 

(38)

Наибольшее значение прогиба (рис. 7, б) 
будет при 

 0,58l < x
0
 < 0,63l. (39)

 

Рис. 9. Зависимость между β, γ «Защемление–шарнир»
Fig. 9. The relationship between β, γ «Hard termination–hinge»

Задача 4. Вариант крепления «Свободный край–
защемление» с учетом собственного веса. 

Рассмотрим стержень, у которого верхний 
конец свободный от закрепления, а нижний 
конец жестко заделан (рис. 10). 

Дифференциальное уравнение изогнутой 
оси имеет вид:
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где β γ ω3
3 2

4
2 4

= = = =ql

EI
m

Ml

EI
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q l

gEIz z z z

; ; ; ;
 

 x = ξl; ζ = lψ; y(x) = lv(x)                        

(41)

Решение уравнения (39) ищем в виде ряда (41).

 v Ak
k

k

n

ξ ξ( ) =
=

∑
0

.   (42)

Проделав процедуры вычислений, как и ра-
нее, получим:

 A A A
f

l4

3

1

4

0

4

24 24 24
= − + −β γ γ

.

Последующие коэффициенты ряда опреде-
ляются по формуле
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β3 + 0,221γ4 = 52,50
β3 + 0,226γ4 = 30,01
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Окончательное решение уравнения (40) бу-
дет в виде 

 v A A A A Ak
k

k

n

ξ ξ ξ ξ ξ( ) = + + + +
=

∑0 1 2
2

3
3

4

  (43)

с учетом найденных коэффициентов A
2
, A

3
, A

4
.

Числовой поиск аналогичен предыдущему. 
График зависимости между γ и β — типичный 
(рис. 11). 

При γ = 1,875104 и β = 0, учитывая (40), 
получаем частный случай — формулу 

 ωкр = 3 51
2

,
.

l

gEI

q
z   (44)

При γ = 0 и β = 1,986353 получаем формулу 
Л. Эйлера [24]: 

 
l

EI

q
z

кр =1 986, .
 

(45)

 

Рис. 10. Расчетная схема «Защемление–свободный край»
Fig. 10. Settlement scheme «Hard termination–free edge»

Приближенная зависимость в такой после-
довательности закрепления имеет следующий 
вид:

	 β3 + 0,637γ4 = 7,84 

или, учитывая (40), 
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Рис. 11. Зависимость между β, γ  
«Защемление–свободный край»

Fig. 11. The relationship between β, γ  
«Hard termination–free edge»

Обсуждение и заключения. Получены урав-
нения выпучивания упругих вращающихся 
стержней при действии осевых сжимающих 
сил с учетом и без учета собственного веса 
постоянного поперечного сечения. Рассмотрены 
различные варианты закрепления стержней и 
представлена область устойчивой зоны стерж-
ней. 

В случае, если гибкость λ меньше предельной 
гибкости λ

пр
, формулы (24), (28), (38), (46) не 

применимы. Это касается коротких стержней, 
у которых пластические деформации возника-
ют еще в стадии простого сжатия, т.е. до по-
тери устойчивости. Отметим, что связь кривиз-
ны таких стержней с изгибающим моментом 
аналогична и для стержней, работающих в 
пределах закона Гука. Отличие заключается 
лишь в том, что модуль упругости E заменяет-
ся на приведенный модуль 

 E
I E EI

I
k

z

пр =
−1 2 ,  

где I
1
 и I

2
 — моменты инерции зон догрузки и 

разгрузки относительно нейтральной оси; 
 I

z 
— момент инерции всего сечения; 

 E
k
 − касательный модуль.

Соответственно, если материал стержня име-
ет пластические деформации, модуль Юнга 
следует заменить на приведенный модуль упру-
гости в соответствующих указанных выше фор-
мулах.

β3 + 0,637γ4 = 7,84
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