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�������� 
 �������	 
� �
�
�� 
����� ������ �������
��� � ��������������� 

������
�	 �� ������
�� �������������, ��������� ������
� ������� �� 
�������

����, �� ������� ���
��� �������������� �������
�	 �������	 
��� �
���� ������� 
������
�	 ��
���������� ��������� � 
�����	� 

���������

����. 
 ����������

�	 ������ ����
��
���
� ��	 ������
�
�	 �
�����
�-
���� ������� � 
�������
�� �������	 ��� ������ 
������
�	 ����������-
����� 
���
��
��� ��������� 
� ��
��� ����� !��� ����	�
���
�� 
���������, ��� � �
������������ ��
���� ����� ��������
�� ����
�� ���-
������ 
������
�	 
���
��
��� �
������
��� � �
�����	�
��� �����-
����. "�� – ����
� �����
�� ��	���, ��
�����
���� 
� ��
��� 
������� 
���
�� 
���
��
�� ������� ������ � 
�����������

�� 
����� �� ����-
����

�� ����
����
�����, !��������� (���������� � ��.) ��������� � 
����
���
��. 
 #
�����
���� ������� � ��
���
 ��������������� � �������
��� 

������
�	 !�����
�� ��� � !

���� ���
���� �����	
�	 �������  

������
�	 � 
� 
�������� ��� ���
��
�
�� ����
�
�	. $���
�� %��� 
�������� �����&
� ���'�� ��� �����
�����

�� ��
���� �������
��� 

������
�	 � ����
�������
��� � «�����» � �������'
��� 
������
�	 � 
«���'���». ��� %��� ���
������'
� 
��������� �����'�����' ���
��� 
������
�� �������������� ���
�� �����	
�	 � 
������
�	 ������� ����-

	���� ���
��
��. 
 * ��
����!�� ���������
 ������
�� ��
��� �
�������
��'
�-
�������
��� 
������
�	
� ��
��� ���
����� +�����
� � ��
��	��
�, 
������
� ����&�
� ������ ������
��� �
�����, 
������
�	 � ���
�� ��-
���	
�	 �����������

�� � ����������

�� �������������� ������ �� 
������
�� �������	�. 

/���&�

�� � �
��� ���
�'���� ���
� 
���� ������������ �����
�-

�� ��� �����
�� ����������
�� ������ 
������
�	, 
��������, ��	�� � 
�.�., �.�. �������� ������ ��
��������� 
���
��
�� ������, !

����
�-
�
���� � 
�����	� ����
��
�� ������
�� !��������� �������. 
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1. ��	
�������
	� ���������� 
���������
��� 	���
���� �� 	��	�� 

	�	������
 ���	���	����
 
�������� 

1.1. ������������!� !"���#�� !$%���� &"'�()�#�* 
 * �������

�� ������ �������'
��� ��������������� 
������
�	 
��
��
��� ��������� ���������
�	 	��	���	 
���
��
�� �������������� 
�������, ����������� ������
��� ��!!���
����'
��� 
���
�
�	�� ��-
�� 

( ) ( ) tntUftUf ,,,, 0 ξ+ξ=ξ� , 
 

���   ξ –  N-���
�� ������ �����	
�	 �������; 
f, f0  –  ������
�� 
���
��
�� ������
�	 � ������
�	 !

���� ������-


���� N � N*M �����������

�; 
nt –  M-���
�� ������ 
��������

��� ������ ��
��������� �
��; 
U –  K≤N-���
�� ������ 
������
�	 (����' � ����� �����'����
� 

������������

�	 !���� ������ 
���
�
��). 
 * ���'��
���� ������������ ��
���� !

���	 f0 �� U� 
� �������, � f 
��&�� ���' ����������
� ��� ( ) ( ) ( )f U t f t U tξ ξ ξ, , , ,= + , �.�. ������� 

���
�
��, �����'�
���	 ����� ��	 �����
�	 ������
���� ��������, ����� 
����
���� ���: 
 

( ) ( ) ( ) tntftUtf ,,, 0 ξ+ξ+ξ=ξ� .   (1.1) 
 
 * ���
 ������� 2
�� ������ ξ 	��	���	 ���������� [160], � ����-

���' ��� ����������
�	 ρ(ξ,t) ����������	 ������
�� 
���
�
��� 5����-
��-���
��-7���������� (5�7), ������� ��	 
������� ������
����� ��-
���'����
�	 ������� � ����: 
 

( ) ( ){ } ( )( )

[ ]{ }

∂ρ ξ
∂

ρ ξ
∂
∂ξ

ρ

ρ

,
,

,

t
t

L t div f U
f

f

div div f f

T V

T

= = − + +
�

�
�

	



�

�


�

�
�
�
+

+

1
2

1
2

0
0

0 0

              (1.2) 

 
��� L{U, f, f0, ρ}=L0{ρ} – div[Uρ] – �������� 5�7, L0{ρ}= L{0, f, f0, ρ}; 
   (9)(V) – �������	 �����������
�	 ������� 9 

������
���� n*m � ������ (9)(V), !��-
���
���� �� �� %����
��� ����
���� 
�������: 

( )A a a a a a a a a aV
m m n n mn

T= 11 21 1 12 22 2 1 2… … … … ,  (1.3) 
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div  – ������ �������� �������
��� ������ �������. 
 >��� �����&
� 
������
�� 
�����	����� ������� ξ � �����'� ��-
�������	, ������������ � ����� ��
��� 
���
��
�� �������������� 

���
�
��� ����  

( )Z H t Wt= +ξ, ,                (1.4) 
 

��� Z  – L≤N-���
�� ������ �����
�� ���
���� ���������	; 
H(ξ,t) –  ������
�	 
���
��
�	 ������-!

���	 
������
�	 ������
���� L; 
Wt –  ����� ��
�������� ������-�
� ������
�	 ������
���� L � 

��-

��� ����
�� � �������� �
��
���
���� Dw(t);  
�� ��	 ����	�
���
��� �����
�	 ������� �����	
�	 ξ ����� �����������
� 
�����'����
�� ����������
�� ����
���� ����	�
���� (9�*) ρz(ξ,t), ����-
������ 
���
�
��� #�����
�����:  
 

( ) ( ){ } ( ) ( )[ ] ( ) { } { },,,,,,
, tSLttFtFtL

t
t

ZZZZ
Z ξρ+ρ=ξρ−ξ+ξρ=
∂
ξ∂ρ

        (1.5) 
 
��� 

( ) ( )[ ] ( )[ ],,,
2
1, 1 tHZDtHZtF W

T ξξξ −−−= − ( ) ( )�
∞

∞−

= ,,,)( ξξρξ dttFtF z  

 
� ���
 ����, ��� %
�����	 ����������
��� ������
�	 ��
'�� %
������ 
������
���. 
 ?�� ��� �
����������� ������� ����
�	 
���
�
�� (1.2), (1.5) � 
�-
���	��� ����	 
� �
�����
��, � ���������	 �����

�� ������� � �����'-
����
��� �
�����
���� ����������'
�� ������� ��� N≥  3 
� ��������-
�	���	 ��������
� %!!�����
�� [147], �� 
�����'��� ����������
�
�� ��� 
�
����� ����	�
���
�� ������������� ������� �����	
�	 ξ ���
���� ��-
���� !

����
��'
��  ������������� ����
���� [28]. / 
������� ������-
����
�

�� ����� 
�� – ����� ������������� ��
�������� ����
���'�  
 

( )
( )

( ) ( )11 1, exp
22 det

T

N
t P

P
ρ ξ ξ ξ ξ ξ

π
−� �= − − −
 �

� �

� �
,   (1.6) 

 
��� ( )tξ ξ=
� �

 – �������������� �&���
�� ������� �����	
�	 ξ; 
P = P (t) – ������� ����������,  
������	���� �!���������' ������������� ����
�� 
���
�
�� � ����-

��� ��������
��� ���� (1.2, 1.5) � ���� ����
�� ������ ����
���

�� 
��!!���
����'
�� 
���
�
�� ��
������'
� ���������� ξ

�
, P ������� 

����
�����. 
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 ���	�
 � ��������

��� ������
������ ������ ��
�������� ��-
����������� [160], ����
�� ���&� �������' �������� ����
���� (1.6) ��-

����������' �
!�������

�� !

����
�� 5����� ��� 
������ �
����-
����
�	 ��
��
�� ������� P [119]. "��, � ���� ������', ������	�� �����' 

� ��
��� ������������� (1.6) ������ ��������������� 
������
�	 � ���-

���
�	 � ��
�����
�� �����
���� – �����' �����
� ����

��� !

����-

��� ��� ��
��
�� �
!������� � ������� �����	
�	 ξ [119]. 
 * ����� ����������
�

�� 
� �������� �����
�� 
���
�
�� ���
��, 
��� 
��������� ������

�� (�������

��) 
���
��
�� ��
�������� 
!��'���, 
���
�
�	 ���
�� ������� �����	
�	 (1.1) ����� ���  
 

( ) ( )( ), , ,f U K t z H tξ ξ ξ= + + −
� � ��      (1.7) 

 

( )

( ) ( )

1

0 0

, ,

.

T

w

T T T
w

HK t P D

P P f U f U P f f KD K

∂ξ
∂ξ

∂ ∂
∂ξ ∂ξ

−=

= + + + + −

�
�

� � �
 (1.8) 

 
 ��� �
������
�� ������������� ����
�	 
���
�
�	 5�7, �.�. ��-
����
�� ����
���� ����	�
����, 
���
�
�	 ������
�� ���������� ����
�-
��� ���
�����	 �� (1.7, 1.8) ��� H = 0. 
 �������

�� 
���
�
�	 	��	���	 �����
��� ��� ������
���� 
��
���� �������'
�� 
������
��. 
 2�	 �����&
���� ���
�����'
�� �����
���� ������ ��
���� ���-
������� ����� ���� ��������� �������'
����, �������������� !����-
����
�� �������������� 
������
�� � 
������� ����� ��
��� ��������-
��� �������� 
������
�	 ��������. 
 

1.2. 
'���'�� !"����+�,�� 
 $���
�� �������� ��
���� �������'
��� 
������
�	 ����������-
����� ��������� ��
������	���	 � 
����	��� ����	 
� ��
��� �����'��-
��
�	 �������, ��
����'
� ���������

�� ��	 �������
�����

�� ������ 
[1]. 2�

�� �����	���'���� 
�����&
�  �������� � ��������������
 �����-
���
 ������
�� ��������� ����������� � !

���� �������'
���� (C�-
���'��
� ��� +�����
�) �, ��� ���������, � 
������������ ���������
�	 
����
�� �
���
�� [1, 28]. "��, � ���� ������', �������	�� �
������'

� 
����������' �������'
��� 
������
�	 �� ����
���� ����������
�	 �����-
�� �����	
�	, ����
	, � ��
��
�� �����, ����
�	 ��
������
�� ������� 
������ ��	 ������� 
&� 
� ����
���

�� ��!!���
����'
��, � �
�����-
��!!���
����'
�� 
���
�
�� �������
� � �
�����-��!!���
����'
�� 

���
�
��� � ����
�� ��������
�� ��	 
�������
�� ����
���� ��������-
��
�	 ���������� �����	
�	. D�����
�� ��
�
���� ����
�	 ����� �����-
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�� ������� � �����'����
�� ���
����

�� 
� �����
	�
�� ��
' �����&-

���� �� ������&�

��� �
���������
�	 
� ��
��� ��
�������� ��������-
����� !

���� ����
����. �� �����
�	 ������������	 ����&���� ����-
�� 
� ���'�� � ��������
�� ����� ����
���� ����������
�	, 
� � ����
�� 
�������������� ��
��������� 
���
�
�� �������, ������	��� � �����
�-
���'
�� ������� ����
�	 ��
������
�� ������� ������. 7���� ����, �
-
�����
���� ������� 
� ������	�� �����'�����' � �������� ��������� 
����������� ������

�� !���� ����	�
���
�� ���������, 
���
��
� 
�����	��� 
�����������

� �� ����
���� ����������
�	 (�������� ��
�-
�
�� %
������ ������� �����	
�	, �������� 7
�'���� � ��.) � ��������
-

�� � ����� ��
��� � ����

��� ������� �
��������
�	 ���������� ��-
���	
�	. 
 * ��	�� � %��� ���
����� �������� ���������� ������ ������� � ��
-
���
 �������'
��� 
������
�	 ��������������� ���������, �������, ��-
������, ������	� �� ��������' ����
 
������
�	 � ����

��� !���� ��� 
����� ����� 
���
��
�� ����������� �������	 ����������� �� ����
�-
��� ����������
�	 ������� �����	
�	, �, ��-������, �������� �� ����&��' 
������ �������������� ��
��������� 
���
�
�� �������. 
 2�	 �����&
���� ���'
������ ����
�	 ������ ������ �����
��� 
�������'
��� 
������
�	 ��������  ����������� ������� � ����
���� 

������� ����� !����: 
 

( ) ( )[ ] ( )J t U t d dt W t dt
T T

= =
∗

�� �Φ ρ ξ ξ ξ
ξ

, , , * ,   (1.9) 

 
��� 5  – ������
�	 
���
��
�	 !

���	, 
���������	 � ����� ��
��� 

�����&
�� �
����������� ����
���
�	 
� ������ 
������
�	; 
T = [t0, tk]  – �����

�� �
������ �����������; 
ξ* – 
�������� ����
���

�� �
�&����� ���������� �����	
�	. 
 
 �� �������� ���� �����'�
���	 ����� ������	 !���� �������	 ����-
���'
���� 
 

( )[ ]
( )

( )[ ]
( )

( )J t d dt U t d dt W t dt
T T T

= + =�� �� �Φ Φ1 2
1 2

ρ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

, , * ,  (1.10) 

 
��� 5i, i =1,2 – ������
�� 
���
��
�� �
����������� !

����; 
 ξi – ������� �������
���� �����	
��, � ������� �������	���	 

�������'
�� 
������
��;  
��������
� �������
� ����&����	 ��������

�� !��������
�� 
�����	, 
��������������� �������'
���' ������
���� ������� ��� � ������ ���-

����, ��� � ������ 
� 
������
��.  
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 ��� %��� ������
�� �������� ���� !

���� 51 ������	�� �������' 
��������
�  �������  ����� 
������ �������'
���� �� ���
����:  
  – ������
�� (��
��
��) ����	�
���� �
��������
�	 ������� ξ � 
������� ξ(1): 51(ρ) = ±ρ; 
  – ��
��
�� �����
�
�	 ������� ����
���� ����	�
���� ρ �� ����
-


�� g: ( ) ( )Φ1
2ρ ρ= − g ,  ( )Φ1 ρ ρ= − g , ( )Φ1 ρ ρ

ρ
= − �

�
�

�
�
�ln g  (��������  7
�'-

����) � �.�.;  
 – ������
�� �
!������� � ������� �����	
�	 ξ:  
 

( )Φ1 ρ ρ ∂ ρ
∂ξ

∂ ρ
∂ξ

= �

�
�

	



�
�

�
�

	



�

ln ln T
 (�������� 5�����) � ��.,  

 
� !

���� 52 – 
������ �������'
���� �� ���
��� �������� 
� ���
����-
��
�� (%
������������ ��������
��) �������� (��� �������, !

���	 52  
���������	 ������������ ����&����'
� ��������

��: ���������
�� 
52(U) = UTDU ��� %����
�
����'
�� 52(U) =exp (αTU), ��� D, α – ������� 
� ������ ������
�� �����	

�� ��%!!����
��� [147]). 
 ���	�
 � ��������� (1.10) ����� �
��� �����'�����' ��� ����!���-
���, ������������
� ��
��� �������'
��� 
������
�	 
� 
� ��
��
�� 
(����

���) �
������� �����
� �, � � ����'
�� (���
���) �������� ���-
��
� ���&�
�	 

( )[ ]
( )

( )[ ]
( )

J t d U t d dt
t

t

1 1
1

2
20

= +� � �Φ Φρ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

, , .                        (1.11) 

 
 2�

�� �������� ��������
�
 ��	 ����� 
������
�	 � ����'
�� 
�����
� (
�������, �����&
��� ���������) � 
��������	  ��������	 
[28] (� ������� �� �������	
���� (
��������
�) �������	 (1.10)). D���-
���'
�� 
������
�� U*, !�����
���� 
� ��� ��
���, 
��������	 ��������-
�	
������
�. #
������

�� �����
������� �����
�
�	 �������	 
(1.11) 	��	���	 �������� ��
�����
����� 
� ��� ��
��� 
������
�	, �����-
�	���	 ����� ����������' ��������� �����'
�-�������'
��� 
������
�	 

�����������

� 
� ����
 �����&
��� �������. * �������
�� ����
�� 
���&� �������', ��� !���� ��������� (1.10), (1.11) ���������� ��

 �� 
�����&
�� �����
���� ������ 
������
�	 ���������� ��������
������ – 
��� ������ � �������� ������ �������	���� �������	 %
������ ������� 
��� �������	 5�����. * %��� ��
��� ����� 
������
�	, ���������
����� 
%
������ �������, ���������	�� �����, �� �
�����
, !��������
�� �� ��-
��������, �������������� �������'
�� �������
�� �������� ��������
�-
�����. 
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1.3. �"'�!'#!� !"����)-#!� 
&"'�()�#�� (���!'!� �!��!*#�* 

1.3.1. ��������	� 
����
 
 * ������� �� ��������

�� �����
���� ������ ��
���� �������������-
�� �������'
��� 
������
�	 – 
� ��
��� 
����
�

��� !

����
��� � ��!-
!���
����'
��  ������� ��������������� �&���
�	 ������� �����	
�	, ��-
���'����
�� �������	 ���� (1.9) ������������ ����� 
������
�	 
&� 
� ��-
��� ���������, � ��� ����
���'� ����������
�	 ρ(ξ,t). * ���� ������', 
!

���	 ρ � ������� �� ������� ξ ����������	 ��!!���
����'
�� 
���
�-

��� � ����
��� ��������
��� (� � ��
��� (1.5) ��&� �
�����-��!!���
-
����'
��), ��� ����
�� ��������
�	 ��������������� �������� ��
���� 

������
�	 ��������� 
&� � ����������

��� �����������. ?����	 �����-

��� ��
���� � 
����	��� ����	 ���������
� ��������
� ������
� [18] � ����-
�
���	, � ��
��
��, 
� �����
�
�� ��
� ������� – ��
���������� �������-
������
�	 � ���
���� ������
��, ������

�� 
� ��
��� ����������

�� 
������. 2�	 ���'
����� �������
�� �����'�
�� ����� ��
���������� ���-
����������
�	: ��-������, � ���
 ��� ����� ������ ���������, �, ��-������, 
���'��� 

�������'
���� � �������� ��
���� �������'
��� 
������
�	. 
 7���� ����, ������
�
 !��������
�	 �������'
��� 
������
�	 
���������� � ��
� ���
������'
� ������
�� ��
��	� – ��	 
�
�������-
���� ������� 
������
�	 (1.1) � 
����������� � �����'����
��� 
���
��-

��� ���������	 ���� (1.4), ����� ����
�� ������ ��
���� 	��	���	, �� �
-
�����
, ����
��� �������� �
��'
��� 
������
�	 [171] � 
������� ��-
��� (����

���) ����. 
 2�	 �������� ������
����� ����&�
�	 
������
�� � ������ ��
��� 
��������� ��� ������
��, �� ������ – ��� ����������
��. 
 

1.3.2. �
���
 ���
������ ���
�������� ��������
� 
 2�	 ����������� ���
���� ������&�

��� ������� � ��
���
 ���-
������������ 
������
�	 ���������� !��������
�� ������� U, ��������-
�
����� 
���
��
�� !

����
�� J (1.9). 

D������'
�� 
������
�� �
��� �����' � ������ ����
���

�� 
�-
������
�� !

���� �� �
���
�	�� �� �������� ������� U*. 2�	 ��� ��-
�����
�	 �����'�
�� ����� ��
���������� �������������
�	, ������
� 
�������
 ������ �������	 � ����
�� !

����
��'
��� 
���
�
�	 [18] 

 

0min *
*

=
�
�
�

�


� +

∈
W

dt
dV

UU ,                                          (1.12) 
 
��� ��
��
�� 
������ V(tK) = 0 ��
������'
� �������'
��� !

����
��� 
V, �������������� �����	���� �� �����
� t ∈ T � ��������

��� 
� �
�-
&����� !

���� ρ, 
���������	���� 
���
�
�� (1.2). 



10 

 2�	 ��
��
�� ������ � ����������

��� �����������, � �����
 ��-
����� ��
��	��	 
���
�
�	 ���� (1.2), !

����
�� �����������	 � ���� 
�
������'
�� ���������
�� !���� [18] 
 

( ) ( )�
ξ

ξξρξν= dttV ,, 2 , 

���
�� ����� 
 

{ } [ ] ξ
!�

!


�

!�

!
�
�
���

�
���

�
∂ξ
∂ρ+ρ

∂ξ
∂

νρ−ρΦ+ρνρ+ρν=+ � "
ξ

du
u

UL
dt
dW

dt
dV

i i
i

i

i2,2 0
2

* , (1.13) 

 
��� �
���� “i” �����'�
���	 ��	 ����
���
�	 �����
�
��� ����������
�-
��� ��������. 
 9
���� ���
��

��� ����&�
�	 ����������, ��� ��������
�� �����-
��  U(ξ,t) �� ����
�	 !

����
��'
��� 
���
�
�	 (1.12) �������	 � ����-
�������� ������ ������
�	 ������-!

����, ������
���� ��
��
� ����-
����

��� �
������� (1.13). ��� %��� ������-!

���	  U(ξ,t), 	��	���	�	 
����
���  ��

�� ������, ���&
� 
���������	�' ������� 
���
�
�� "���-
�� 

[ ]− − + = =
∂
∂ξ

νρ
∂Φ
∂

νρ
∂ρ
∂ξi i iu

i N2 2 0 1 22 , , ,… , 

��� 

[ ]∂Φ
∂

ρ
∂
∂ξ

νρ
U

T
T�

��
�
�� = − 2 .                                   (1.14) 

 
 * ����� ��
��� (1.14) ���������	�� ����� ������
 
���
��
��  

���
�
�� ��
������'
� �����
�
��� ������� 
������
�	, ���
�����
� 
�
����������� �������
�� ���'�� � 
�������� ����
�� ��
��	�, 
����-
���, ����� !

���	 5[ρ,U] ����� ����
���� ���: 
 

[ ] [ ]Φ Φ Φ= +1 2ρ U , 
 

��� 52(1) – �
����������� !

����, ������ ��������
�� ������� ���
�-
���� ������
��,  

���, 
�������, 
 

[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]Φ Φ= + − −1 0 0ρ ξ ξ ξ ξ ξU t U t D t U t U tT
U, , , , , , 

 
��� DU(ξ,t) – ������
�	 ���������
�	 �������
�	 �������; 
U0(ξ,t)  – ������
�� ������. 
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 * ������
�� ��
��� �����'����
�� ���������
�� !���� ������� U  
��
�����������	, ��� �������, �������
��� ��������
�	 ��
����'
��� 
�����
�
�	 !���� �������� 
������
�	 �� ����

��� ������� U0, ������-
�	�����, � ���� ������', �����&
���	�� ���
������� ���������� 
����-
��
�	. ��� %��� 
���
�
�� (1.14) ����������	 ��
������'
� U ����
���� 
�������: 

( )1
��� 0 2

T

UU U D ∂ρ νρ
∂ξ

− � 	= − � �
� 


. 

 
 ������
���� 
����

��� ����
� �������'
��� 
������
�	 � (1.2) � 
(1.3) (��� 
���� 
�����	 dV dt W+ =* 0, !�����
����� ��� �������'
�� 

������
�� ���U  [18]) ������	�� ��������' ������
 
���
�
�� � ����
�� 
��������
��: 

{ } ( ) ( )∂ρ
∂

ρ ρ ν ρ ξ ρ
t

L A t= − =0 0 0, , , , 

 

( ) ( )
( )

A U D
i

U

T

ii
ρ ν

∂
∂ξ

ρ
∂
∂ξ

νρ ρ, = −
�

�
�

	



�

�

�
�
�

�

�
�
�

�



!

�
!

�

�
!

�
!

−" 0
1 2 , 

 

{ } [ ] ( )

( ) ( ) ( )

∂ν
∂

νρ ρ ρ ρ ∂
∂ξ

νρ

∂
∂ξ

νρ νρ ρ ν ν ξ

t
L D

A t

U

T

k

= − − − �

�
�

	



� ×

× �

�
�

	



� + =

− − −

−

2 2

2 2 0

1
0 1

2 1

1

Φ

, , , ,

              (1.15) 

 
�
���� i�����
 ��	 ����
���
�	 i-�� �����
�
�� �������. 
 D�����
�, ��� ����
�� %��� ������� �����������, �� �
�����
, 
������������� ���
������'
�� ����
�� ��������

�� ������. 
 

1.3.3. ����

 ����� ���
��
������� 
����

��

 ���
�������� ��������
� 

 # ����� ���
�	 ���
���� � ���&
���� !��������
�	 �������'
��� 

������
�	 �
������
 ����
����'
�� �
���� ����
�	 ������� (1.15) � 
������� ����	&�

�� 
���
�
��, ���
������ ��� �����'����
�� �����-
���

��� ������� [1, 29]. >��� � ��
��� (1.15) �������'
�� 
������
�� ��-
����� �� ����
���� ρ ���������
��'
�-��!!���
����'
�, �� 
������
��, 
���
��

�� ��������

�, ������� �� ρ  �
������'
�, ��� �������� ��	 N-
���
��� ������� �����	
�	 � 
������������ �������
��� �
���������
�	 
(2N+1)-���
�� ������� ����	&�

�� ����
���

�� �
�����-��!!�-
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��
����'
�� 
���
�
�� � �
�����-��!!���
����'
��� 
���
�
�	 � ����-

�� ��������
�� ��	 N-���
�� !

���� ρ, ��� �
������

� ���&
�� ��-
��
�	 ������� ��	 
���
�
�� � ����
�� ��������
�� (1.15). ?�� 
� ��-

��, �� %���� ���&
���' ����
�	 ������� (1.15), ����� ������� ���
��� 
�
������������ ����
�	 ������� � 
����	��� ����	 
� �
�����
��, 
� 

��
'�����	. �� ����
������	�'  
� �
��������

�� ������&�

�� ��-
����� ����
�	 %��� ������, ����
������

�� 
� ���������� ��&�
 
���-
������� ���
���'� � ������� ����������'
�� ������, � �������� ��
��� 
�� ������� ����
�	 %��� �������� ���������� ����� �����, ��
���

�� 

� �����&�
�� !

���� v � ρ � �	� �� 
�������� ������� ����
������-
��

�� !

���� ������
��� ���
��
��:  
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ν ξ α ϕ ξ ϕ α

ρ ξ β ϕ ξ ϕ β

μ μ
μ

μ μ
μ

, ,

, ,

t t

t t

T

T

= =

= =

"

"
 

 
��� μ – �
����, ����������� �
�&����� �
���
�� �� (0,...,0) �� (�,...,�); 
ϕ – ������ ����
��������

�� !

���� ���
��
�� ; 
α, β – ������� ��%!!����
��� ����������
���� �����&�
��. 
 * %��� ��
��� ����
�� �������	 � ����
�� ��
������
�� ������� 
������ �
���������
�	 ������� ����
���� ����
���

�� ��!!���
��-
��'
�� 
���
�
��: 
 

[ ] ( )

( ) [ ] [ ] ( )

( ) ( ) ( ) ,,22

22

,,

1

12
10

1

0

ξ
!�

!
�
�

αϕβϕβϕαϕ+�

	

��
� βϕαϕ
∂ξ
∂×

×
�


�

�


	

�
�
� βϕαϕ
∂ξ
∂−βϕΦ−βϕβϕαϕ−ϕ=α

ξαϕβϕϕ−ξβϕϕ=β

−

−

ξ

−−

ξ ξ

�

� �

dA

DL

dAdL

TTTT
T

TT

U
TTTTTT

TTT

�

�

   (1.16) 

 
��� ������� 
�����	� ( ) ( )α β βt tK = =0 0 0, , ������, �
���
�	 �����
�
-
��� β0 �������	���	 �� �����&�
�	 !

���� ρ(ξ,t0) = ρ0. 
 # ����� ���
�	 ������������ ���������� �
���������
�� ������� 
(1.16) ��� ������� 
�����	� ����������	 �����, ��� �
���������
�� 
(1.15), 
� � ����� ���
�	 ����
������ �������� ���
���
�	 � ����'
�� 
�����
� ��-���&
��
 �������	 ���'�� ��
�
������
���� �������. +���� 
����, �����������
���' ������ ��	���� ������� ���'�� ���
����'
� �� 
����
���� �����
��. *�-������, ����������	 ���'�� ����� ����� 
���-
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������� �����

�� � ����������'
�� ������, ��-������, ����������	 
�����&
���' 
�������� ������� U � ����'
�� �����
�, �, �-����'��, � 
�������� ������
�� ����������, ��� �������, ��� ���
� 
� 
�����	 �����-
&��' ���
� ����

�� �
���
�	 U. 
 ?���� �������, � ��

�� ��
��� ����
� ����
���
� �����'����
�� 
������&�

�� ������� ����
�	 ������ (1.16), � �������� ��
��� �� ����-
��� ���������� ����� �
�����
�
��� ����
&�
�	 [155], �������������� 
������&�

�� ����
�� � ����'
�� �������� �����
�. 
 ?�� ��� �����
�
�� ��

��� ������ ������������ ����
�� ���� ��-
�����	���� �������� ������&�

� ���
�������� ������� � ��!!���
��-
��'
�� !����, �� ��	 ���������� �����&
���� ��
���� � ����'
�� �����
� 
������� U ��� �����'����
�� ��

��� ������, ������ !�����

� ����-
��


� ϑ, ������	��
� � ���'
����� 
����' ����&�
�� ���U  � ���� 
��!!���
����'
��� 
���
�
�	 
 

( )��� ,T TUϑ ϕ α ϕ β=� , 
 

�����
����� � 
���
�
�	�� (1.16) ���

� ������
. �����
�
�� ������-
&�

��� ������ �
�����
�
��� ����
&�
�	 �������� � %��� ��
��� � ���-
�
���� ������� 
���
�
�� [155]: 
 

( ) ( )
0 2

1
0,

T T
T

U
D dB U d

ξ
ξ

ϑ
ϕ ϕ β ϕ β ξϕ ϕ β ξ

β

−
� 	= − Φ � 
��

�
� � ���
�

, 

 

( )

( ) ( ){ }
( )

( )

( )

0

1

0

1

2

1

2 ,

2 ,

2

2 ,

T

T T T

T T T T
U

i i i

T T

D B U d D

D B U d

D d

D d D

ξ

ξ

ξ

ξ

∂ϕ ϕ β ξ
∂β

ϕ ϕ ϕ β ϕ β ξ

∂ ∂ϕ ϕ β ϕ ϕ β ϕ β ξ
∂ξ ∂ξ

∂ϕ ϕ β ϕ β ξ
∂β

−

−

−

� �= +
 �
� �

+ +

� �� �� 	! !� 	 � 	� �+ −
 �� �� 
 � 
� �� 
! !� �� �
� �� 	� 	− Φ
 �� 
� �� 
� �

�

�

"�

�

�� �

� �

� � �

� �
�

 

( ) ( )0 0 0,T T T
i

i i

B U L u∂ϕ β ϕ β ϕ β
∂ξ

� 	� 	= −� 
 � 
"
� � �

. 

 
 G������ D � ������ �
�����
�
��� ����
&�
�	 ������ ���' ������� 
������� ��� �����
�
�� ������� ������&�

��� ����
�	 �� �������'
�-
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��, ��%���
 � ��

�� ��
��� ��	 ������

�� iβ
�

 ����������
���� �����-

�
��  D  ����������
�� �����
' �� �����
�
�	 �� ��%!!����
��� �����-
&�
�	 ����

�� ����
���� (�����
�
�� D0, �����������

� – �����
�
�	 
���������� � 
����'
�� ����
�). #
������

�� ������
����� �������-
��

��� �������, 
������	 
� !��������
�� ������&�

��� ����
�	, 	�-
�	���	 �����&
���' ��
���� �������'
��� 
������
�	 ���U  � ����'
�� 
�����
�. 
 2�	 ����������� %!!�����
���� �����'����
�	 ������&�

��� 
������� ���������� ����
���� ������. 
 
����� 1. D����� 
������
�	 ����������	 
���
�
���  
 

( )� , ,ξ ξ ξ= − + + =a U n t3
0 0  

��� n(t) – ����� ��
�������

�� ��
�������� �
� �
��
���
���� Dn. 
 #�
��� 
������
�	 �
��� ��
������	�' �����	 �� 
�����	 ��
�-
���'
��� �����
�
�	 ������
��� � �� 
����'
��� �����	
�	 ξ(t0) 
� �
-
������� T = [t0, tk] ��� ��
��
�� ������ 
� 
�����	���� �����������. ?��-
�����

�� ������ ������	�� �����' ��


� �����
 
� ��
��� ����
�-
���������
��� �������	 [29] 
 

( ) ( )[ ]J M K U d K const
t

t k

1
2 2 2

0

= +
�


!

�!

�
�
!

�!
=� ξ τ τ τ , ,  

 
� ���������

�� – 
� ��
��� �������	 ��������
�	 ������
�� ����	�
�-
��� �
��������
�	 ξ � ����

���
������� ξ* = [ξmin, ξmax] (������� � ���
 

�����
���� H������� ������	�� ���������' ����
����'
� ���'�
� ���-

���' 
������
�	 ������

�� ξ), �.�. 
� ��
��� ��
�������� �������	 
 

( ) ( )[ ]� � +−=
* 0

,, 22
2

ξ

ξττξτξρ ddUKJ
kt

t
. 

 
 * ������ ��
��� �������'
�� 
������
�� �������	���	 ��� [29] 
 

[ ] ( )��� 2 2

1 1 , ,
2 2

U M d d
K K

λ λρ ξ λ τ λ ξ
∞ ∞

−∞ −∞

= = � � , 

 
��� λ – ����	&�

�	 ������

�	;  
� ������� ��
�
������� ����	&�

�� 
���
�
��, ���������	 �� ������-
��������� �����'��
��
�, ����� ��� 
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( )
( )

3
��� 0 0

2

, ,

3 2 , 0,
t

k

a U n t

a t

ξ ξ ξ ξ

λ λξ ξ λ

= − + + =

= + =

�

�  

��� ������	�� �������' 
���
�
�� ��	 ����
���� ( )ρ ρ ξ λ= , , t  ����
���� 
�������: 
 

( )[ ]∂ρ
∂

∂
∂ξ

λρ ξ λ ξ ρ
∂
∂λ

λξ ξ ρ
∂ ρ

∂ξt K
d d a a

Dn= − −
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
�

	




�
�

�


!

�!
+ + �

�
�
+

−∞

∞

−∞

∞

��1
2

3 2
22

3 2
2

2 .(1.17) 

 
 #���������'
�, ���
�� ����
�� ��������

�� ������ �������	 � 
��

�� ��
��� � ����
�� �
�����-��!!���
����'
��� 
���
�
�	 (1.17), 
������, � 
���������

��� �������� 
�����	�� (� ���
 ��
������

�� 

���������

���� ������

�� ξ � λ � ����
�� �����
�, �����������

�, 
t0 � tk). ������
�� �����	���'���� �������� � ���
������'
�� 
������&-

���� ���
��� ��
���� ������������� �������'
��� 
������
�	 
� ��
���  
��������

��� ������� (� ������� �� ���������

���). 7����������� �
-
��� 
����
�
�	 ��

��� �����������	 	��	���	 ��
�������	 ����������-
��	 ����
���� ρ(ξ,λ,t), ������	��	 � ��������������� ��
��� � ����	&�
-

�� ������� ��	 ���
�� ����
��: 
 

( ) ( )

( )

3
0 02

2

1 , 0,
2

3 2 , 0.k

a t M
K

a t

ξ ξ λ ξ ξ

λ λξ ξ λ

= − + = =

= + =

� � � ��

� � � � ��
    (1.18) 

 
 /
���������
�� ������� (1.18) ���������	�� ����� ����
�� ��
���-
���
�� ������� ������, ��%���
 ��	 �����&
���� !��������
�	 
������-

�	 � ����'
�� �������� �����
� �����'�
�� ����� ������&�

��� �
��-
���
�
��� ����
&�
�	, ������	��� � 
���
�
��� ��	 ������&�

�� 
���
��: 

3 2 2
2

12 , 4 9 ,
2

a D D D aD
K

ξ ξ ξ ξ∗ ∗ ∗ ∗= − + = − −
� � � �� �

 
 

���
�� �������	���	 ������&�

�� ����
 
������
�	 
 

��� 2U Dξ∗=
��

. 
 

 ������&�

�� ���� ��'���
����
�� ������, � ���� ������', ��-
����	�� �!���������' ������&�

�� ����
 
������
�	 � ���� ������ ���-
�� 
���
�
�	 ������

�� ϑ, �������	����� ���

� ������
 � 
���
�
�	-
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�� ������� ������&�

�� ��%!!����
��� β �����&�
�	 ����
���� ρ(ξ,t) 
�� ����
��������

�� ������� !

���� ϕ: 
 

( ){ } ( )

( ){ }

( ) ( )( ){ }

1
2

1

2
1

1 2
1

0
,, 3

2 , 3

2 , 3

T
T

T

T T

D dB a d

D B a d D

D B a d

ξξ

ξ

ξ

ϑ
ϕ ϕ β ξϕ ϕ ξ β ξ ϕ β ξ

β

ϕ ϕ ξ ξ ϕ ξ

ϕ ϕ ϕ ξ β ϕ β ξ ξ

∗
∗

∗

∗

−

−

= ++

= + +

+ + +

��

�

�

�
� �� ��
�

�

� �

 

( ) ( )2

2

2 T T d
K ξ

∂ ∂ϕ ϕ β ϕ ϕ β ξ
∂ξ ∂ξ

∗

� 	� �� 	+ −
 �� �� 
� �� 

�

� �
 

( ) 2
2 ,T TD d D

ξ

ϕϕ ϕ β ξ
∗

−
− �

�
 

( )B
D

an
T T

1
2

2
3

2
ϕ ξ

∂ ϕ

∂ξ
ξ

∂ϕ
∂ξ

, .= + ⋅                           (1.18) 

 
 # ���'� ����
����'
�� ���
�� ���
���� ����� �������� ���� ���-
����
� �����

�� ����������
�� �
��������'
��� (���
��

��� 
� ��
�-
�� ������ ������&�

��� �
�����
�
��� ����
&�
�	) 
������
�	 ���-
������

�� �������� ��� 
 

a = K = 1;   Dn = 1,7;   ξ0 = 0;   ξ* = [-2,3; 2,3];   T = [0, 100]c; 

( ) ( ) ( ) ( )ϕ ω ξ ω ξ ω ξ ω ξ= cos sin cos sin0 0 0 02 2 T , ω0 = π/2.3, 
 

���������

��� ��	 30 �������������� ���������� ���&�
�	 �������. 
 /
���������
�� 
���
�
�� ��
������	���' ������� $

��-7
��� 
����'��� ���	��� � ����� 0,03 �. D��
�� ���
���� 
������
�	 ���������-
���' �
��� 
����
�
�	 �� �
������ ���������� ����
����
�'
�� �����-

�
�� �����'
� ��	��� ���������� ���&�
�	 �� ���
�� �
������� ξ* � ��-
��
�� �����
� �. �� ���
��
�� ����������
�	 ���� 
���
����
�, ��� 
���
���' 
������
�	 
� ��
��� ���������

��� ������� ���� ��������
-

��� ����� ��� � 2 ����, ���, � ���� ������', ������	�� ������' ����� � 
�����&
���� %!!�����
��� �����'����
�	 ������&�

��� ������ ��� 
��
���� 
������
�	 ��������������� ���������. 
 

1.3.4. ������
������� ���
����� �������
���	�� ��������
� 
 �������	 
� ������

�
� ���
������'

� �����&
���' �������
�	 
���
��� �������'
��� ��������������� 
������
�	 � ����� ����� ��
���, 
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������������ ����
�� ������ ������ ��
���� ����	&�
�, ��� ���� ������-

� ����, � ���'��
��� ����������'
��� ��
�
���	��. D�����
�� �
�' 
�� ��������
�	 ��&�� � 
�������
�� �����'����
�	 ������
�� ������� 
������������� ����
�� 
���
�
�� (1.1), (1.2), ���
 �� �����&
�� ����-
�
��� ������� � ���������� ����� (�
������
	 �� ����&�
�� 
���&
�
�	 
�������
�� ��
����
�� ��
���). 

?�� ��� �����������	 ���������	 
���
��
�� !

���� � �������
�� 
��������� ������� (1.1) ������������, ��� �������, �� �����������'

� 
������������� 
�������� ��
��
�� !

����
��'
�� �	���, �� � 
��-
��� 
������� ������� �����'����
�	 ��	 %��� ���� �����

�� �	��� (�	-
��� ?������, �
������	���

�� �
������
�� J����
&�, �����
�� � �.�.) 
���������� �����
�� 
���
�
�� ������� ����
���� �������: 

 

( ) ( ) ( )�ξ ξ ξ ξ= + +
�

�
�
�

�

�
�
�

= = =
" " "f t U t f t ni

i

i

N

i
i

i

N

i
i

i

N

t
0 0

0
0

0 1 2
,   (1.19) 

 
��� 2,0, =iNi  – �����
' �	��, �������	���	 �� 
�����	 ����
���� ���
���� 

������������� !

����; 
fi , Ui, f0i  – ��%!!����
�� �����&�
�	 � ����������
���� �	�;  
��� � ������
�� !���� (N = max{N0,N1,N2}): 
 

( )[ ]
( )

....,...

,...,...1

,

00000

0
2

0

T
N

T
N

T
N

N

ffFUUU

ffF

nFUF

==

=ξξξ=ξψ

++ξψ=ξ�

 
 

 * ������������ �� �!���
������

�� ���� �����
����� ������ (1.2) 

� �����

�� �
������� T = [t0,tk] ����
���	 ���������' ������ 
������
�	 
U �� 
�����	 ��
��
�� ����	�
���
��� !

����
��� J0 (1.10), ����

��� 

� ����
���

�� �
������� ξ*=[ξmin, ξmax]. 
 ?�� ��� ����
���' ����������
�	 ρ(ξ,t) ����������	 ��!!���
��-
��'
�� 
���
�
��� � ����
�� ��������
�� (5�7), 
�  ������� � ����� 
��
��� �
������������ ����
�	, �� ��	 �����&
���� ���'
������ ��
���� 
�������'
��� ������� U �����'�
�� � (1.10) �����-���� �����������
�-
��� ����������
�� !

���� ρ, 
�������, ���������������. 
 G������� ����
�	 
���
�
�	 5�7 
� ��
��� ������
�� �������� 
���������������� �����
�	 ����
���� (����
�
��, �����
�����
�
��, 
%����������'
�� � �.�. [62,147]), 	��	���	, �� �
�����
, ���
�� � ������� 
� !��������
�� ������� ��!!���
����'
�� 
���
�
�� ������� �������-
���, ���
���'� �������	���� �����
� ����
���'. * ��	�� � %��� ����� 
����
�� �������' ����� ����
��, �������

�� 
� ��
��� ������������� 
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����
���'� ����������
�	, ����� ������� ������
� �������
. 7 ����� ��-
��� ������������� ��
��	��	, 
�������, ������������	 ����������
�	�� 
�����
� [118] � 
�������� ��
��� ���� ������������� [118, 119], ����� 
�����
������� ������� 	��	���	 ����
�� ������
�	 � ��
��
�	 ������-

���' ������� 
���
�
�� ���������� ����
����. +���� ����, �����
�� 
������  (�������� ��	 
���
�
�	 #�����
�����, ����������� 
���
�
�� 
5�7), � ��������������� ��
��� ��������� �����&
���' �������
�	 (
�-
�����	 
� ��������������� �����
�� ����
����) �������'
��� � ����� 
���
�	 ��
������ ����
� 
������
�	 (�����
�
�� ��� �����

� ���
��'
� 
� �������� � ������
�� 
���������

���'� %������� �� ����������, ��-
����������� ����
��
�� � �.�.). 2���������'
�, �����
�� ����
���� ���-
�������
�	 ρ ��
�� �� ����������
��, �������	���� ��
��
� �
!����-
���

��
 !

����
��
 [119], ��� ��
�������� �������	 J0 ������	�� 
�����' ��������


� �����
 � 
�����	� 
���
���� �
!������� � ����-

����, �.�. ��� ��
��
�� �
!������� � �������� ξt ���������' �������'-

�� � ������ (1.10) 
������
�� ��. 
 �����
��, ��� �����'����
�� ��

��� ������� ������������ !��-
������
�� �� �����
��
����
�� ������� 
���
�
�� ����
���, �������-
��� �� 
���
�
�	 (1.2) � ������� ��	 ������� (1.8) ��� [118]: 
 

( ) ( )

( ) ( )

�

,

, ,...; ,

m f
D

f f i k jm

D
j j f f m U jm

j m

j i
n

k i k
k

i

i

N
i j

n
k i k

k

i

i

N
i j i i j

i

N

= + + −
�

�
�
�

	



�
�

+

+ −
�

�
��

�

�
�� +

= =

− +
==

+ −

−
==

+ − + −
=

""

"" "

2
1

2
1

1 2 1

0 0 1
00

2

1

0 0
00

2

2 1
0

0  
 

����

��� (��
��
����
��) ������� 
���
�
�� ������� ����
��� 
M m mL

T= 1 ...  
� ��
���
�� ������
�� ��	 �����

��� ���� ����������-
�
���� ����
���� ����������
�	 ( )~ , ,ρ ξ M t  !

����
��'
�� ����������� 
������ ����
��� mj �� L 
����� ( )m m m m m jL j L1 1÷ =: , ... , ,ϕ , �������-
��� �������


� ������
 
���
�
��. ���
��

�� ����� ������� 
���
�-

�	 ���
� ���' ������
� � ����
���� ������
��  !����, 
���
�� ��	 ��-
����
����� ����
�	 ������: 
 

( ) ( ) ( ) 000 ,,, MtMUMNFFMP� =+=� ,   (1.20) 
 

��� ( )01 ,,,... FFMPmmM T
L=  – ������
�	 
���
��
�	 ������-!

���	; 

( ) [ ]( )NjLimiMN ji ,0;,11 === −+  – ������� ������
���� L×(N+1). 
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 (7�� �
��� ������
� �����, � �����
�� !���� ���
� ���' �������
� 
� �
������
�� 
���
�
�	 ��������

��� 
���
��
��� !��'��� 7����
� 
(1.7), (1.8) ��� �����&�
�� !

���� 
������
�	, �
������
�� (1.19). 
* %��� ��
��� ����������	 �����&
�� ����
�����	 
&� ����������
��� 
�
��������'
��� 
������
�	 (�.
. �
��'
��� 
������
�	), ������������-
���� ����� � �.1.4 (��� ���
�� �����
�
�� ��������, ����&�

�� � ��
-

�� �������!�)). 

* ����� ��������

�	 ������ �������	 � ������������ ������ ������ 
�������'
��� 
������
�	 U �������� �, �������	����� ��
��
� !

�-
���
��
 

 
( )[ ] ( ){ }J M t U t d dt

T
∗ = +

∗

�� Φ Φ1 2
~ , , , ,ρ ξ ξ ξ

ξ

. 

 
/����'�
	 ��	 ����
�	 ������ ���
��� ������
��, ������� ����-

������
���� �����'��
��
 � ���� 
 

( ) ( )[ ] ( ){ }

( ) ( )[ ]

G M U t M t U t d

P M F F N M UT

, , ~ , , , ,

, , ,

= + +

+ +
∗

� Φ Φ1 2

0

ρ ξ ξ ξ

λ

ξ   (1.21) 

 
��� λ – ������ ����	&�

�� ������

��. 
 /� ����&�
�	 (1.21), ������
� ���
���
 ������
��, ����� ��&�� 
���' ���
��
� ����������
���� ����&�
�� ��	 U��� = U(M,λ), �������	�-
��� ����� !

���� 52 � ���������� ����
���
��, 
������������ 
� U. 
$��������� 
�&� ��
��� ����
�� �������'
��� 
������
�	 ��	 ��
� ��
-
����, 
������� ��������
�� ��	 ������������ �����&�
��: ���������
�� 
�� U !

���� ( )UtKU T ,2 ξ=Φ  � ����� 52 �� U 
� �������, � ������ U 

�����
	���	 ����
���
�	� LjAU j ,1, =≤ . 
 * ������ ��
��� 
 

( ) ( ) ( )
1

��� ,T TU K K d N S M t
ξ

ξ λ λ
∗

−
� 	

= − + =� �
� �� 

� , 

�� ������ 
( )��� sgn TU A N λ= − . 

 
 #������ ��
�
������� 
���
�
�� ���
����� ��� %��� ��� 
 



20 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*

0 ���

1

0
��� 0 0

, , , ,

, ,

, ,
, , , 0,

T

T

k

� P M F F N M U M

M t d
M

P M F F N M
U M M t M t

M M

ξ

λ

∂λ ρ ξ ξ
∂

∂ ∂
λ λ λ

∂ ∂

= +

� 	
= − Φ −� 	� �� 


� �� 


� 	
− + = =� �
� 


�

�

� �  (5.22) 

 
� ����
�� ��������

�� �������� �������	 � ����
�� ����
�� ��
���-
���
�� ������� ������. 
 #���
�� ��� %��� �������', ��� � ������� �� ��������

��� ��
���� 
�������'
��� 
������
�	 (� �����'����
��� ��������������� �&���
�	 
�����'��
��
� � ������������ ���������) ���
��

�� ����&�
�	 ��	 

���U  
&� 
� 	��	���	 �
������'
� �����	���� �� ����
���� ����������-

�	, ��� � ������ ����� ��
�
������� 
���
�
��, � ���� 
���
�
�	 ���-
������ 
�����������

� ��	��� � ����	&�

�� ������

��, � 
� �� ��-
������������ �&���
�	, ��� � ����� ���
������'
� 
������� ����
��. 
$���
�� ��������������� ������� ������ ��&
� ��
�������' � 
����	��� 
����	 � �����'� ������
�� �����

�� ������� �� ����' 
���
� ������� 
���
���'�, 
� ����� ��	��� ������ ����������	 ���'�� 
�%!!�����
�� 
�� �����
��, ����&�

�� ��
��. ?���� �������, � � ��

�� ��
��� ����-

� ����
���
� �����'����
�� ������&�

�� ������� ����
�	 ������ 
(1.22). 7�� �����
� ����������, ��-���&
��
, ����� �
�����
�
��� ��-
��
&�
�	 [155], �������������� ������� ������&�

�� ����
�� � ��-
��'
�� �������� �����
�. 
 �����
�
�� ��

��� ������ � ������� (1.22) ������	�� ���
���' 
����
��
� ������
 
���
�
��, �
���������
�� ������� 
� �������� 
�-
����� ���
������'
�� ����
�
�
��: 
 

( ) ( )
*

0 1, , , , ,
T

M P M F F D M t d
M ξ

∂ ρ ξ ξ
∂
� 	

� 	= − Φ� �� 
� �� 

�

� � �� ��  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

���
���

���
���

,0
2 ,0

,0
,0

U MP ND U M N M D
M M

U MP ND U M N M
M M

∂∂ ∂
∂ ∂ ∂λ

∂∂ ∂
∂ ∂ ∂λ

� 	
� �= + + +
� �� 


� 	+ + − −� �� 


�
� �� � �

�
� �

� �

 

( )
*

12 , , .
T

D M t d D
M M ξ

∂ ∂ ρ ξ ξ
∂ ∂

� �� 	! !� 	− Φ� �
 �� 
� �! !� 
� �
�

�
�� �
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 2�	 ��
����
�� ����� ����
�� 
������
�	 ������
�� ��!!���
��-
��'
�� 
���
�
�� ��	 !

���� D �
������

� 
��������	. ?��, ��	 ���U , 
����������
����� ���������
��
 �� U �������� J*, 
���
�
�� D ���
�-
���� ��� 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 , ,P PD N M S M t D D N M S M t
M M

∂ ∂
∂ ∂
� 	= + + − −� �� 


� � � �� � �  

( )
*

12 , , .
T

D M t d D
M M ξ

∂ ∂ ρ ξ ξ
∂ ∂

� �� 	! !� 	− Φ� �
 �� 
� �! !� 
� �
�

�
�� �  

 
 ������&�

�� ��� ����
� �������'
��� 
������
�	 ����� 
������-
�	 �
��� ����
�
�	 ������ ������ 
���
�
�� ��	 �������� � � �

�
: 

 

( ) ( )
*

1
��� 1 , ,

T

U N M D M t d
M ξ

∂ ρ ξ ξ
∂

−
� 	

� 	≈ − Φ� �� 
� �� 

�

� �
�� . 

 
 /
�����
� �������', ��� � %��� ��
��� 
������
��, ��-������, ���-
�������	 	�
� �����	��� �� �
������� ( )

*

1 , ,M t d
ξ

ρ ξ ξ� 	Φ � 
�
�

� , �������	���-

�� �
������ ���������
����� �������	 J*, � ��-������, ����� ��&�� ���' 
�!��������
� � ����'
�� �������� �����
�. 
 
 
����� 2. * 
���
�
�� 
���
��
��� ��������������� ������� (1.19) 
����&�� N0 = N1 = 2, N2 = 1 � �!���
���
�� �����
 ��
���� �������'
��� 

������
�	 ��� 
������
�	, ��������������� ������
� ����	�
���� �
-
��������
�	 ������

�� �����	
�	 ξ 
� �
������� ξ* � ����
�� ����

��� 
�����
� � � 
�����	� 
���������

���� ����	�
���
�� ������������� 
�
�� ������� � ��������
�	 ��
��
�� ������
�� U ������ 
�����	���-
�� ����������	. 9����������
�� � %��� ��
��� ����
���' ����������
�	 
������������, ��� ������	�� �������' �����'��
��
 ��	 ������� (1.20) 
����
���� �������: 

( ) ( )

( ) ( )[ ]

G M t m m
m m

m d

U U P M F F N M UT T

, , exp

, , ,

*

*

λ ξ ξ

ξ λ

ξ

= − −�
��

	

�

−
−

�

�
��

�

�
�� −

�

�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

+

+ + +

�2 2
2 1

2
1
2

2 1
2

1
2

1

0

 

 
��� m1, m2 – ����
�� ������������� ����������
�	. 
 D������'
�� ����
 
������
�	 ���
����� ��� %��� ��� 
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( ) ( )1
��� *2 TU N Mξ λ−= − . 

 
 # ���'� �����&
���� !��������
�	 
������
�	 � ����'
�� ���-
����� �����
� �����'�
�� �������
 ��
���� ������&�

��� 
������
�	 

� ��
��� �
�����
�
��� ����
&�
�	 

( ) ( )
*

1
1 2

1 2 2
��� 2 1 12

2 1

1 2

22 exp ,

,

T

T

U N M D m m m d
M m m

M m m

ξ

∂ ξ ξ
∂

−−

�� 	� � �! !� �� 	≈ − − −
 �� �� 
 � �−� �! !� � �� 
 �
=

�
� � � �� � �

� � �
 

 
��� 
���
�
�	 ��	 �

�
 � D ����� ��� 

 

( )( ) ( )( )

( )

( )

*

0 1 1 2 22
00 01 01

2 3 2
00 0 00 01 1 2 1 1 01 2

1
1 2

2 2
2 1 12

2 1

1 22
01

0 00 01

2 2

2 2 12 2 1

22 exp ,

22
2 2 36

n n

n n n

T

n

n

D Df f m f m
f f fM

D f f D f f m f m f D f m

D m m m d
M m m

Df f
fD

f D f f

ξ

∂ ξ ξ
∂

−

� �
+ + + +� �

� �= +
+ + + + + + +

� �� 	� �! !� �� 	+ − − −
 �� �� 
 � �−� �! !� �� 
� �

+
=

+ + +

�

� �
�
�

� � �

� � �� � �

�

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 *
2 1 01 1

1 22
01

2 2 *
0 00 01 2 1 01 1

21 2

2
22 2 36 1 2

T

n

n T

n n

N M N M
D

f m f D f

Df f N M N M
fD

f D f f f m f D f

ξ

ξ

� 	� �− +� �� 
+ +�

+
+ + +

+ + + + +

� �

�

� �

�

( )

( ) ( )
*

1
1 2

2 2
2 1 12

2 1

1

22 2 exp ,

1,2; 0, 2 .

T

i j

D m m m d D
M M m m

N M im i j

ξ

∂ ∂ ξ ξ
∂ ∂

−

+ −

� �� 	� 	! !� �� �� �� 	+ − − −
 �� �� 
� �� �−� �! !� �� �� 
� 
� �
� 	= = =� 


� � � �� � � �

� �
 

 
 
 2�	 ����
�
�	 � ����� ���
�	 ���
���� � ����������'
�� ������ 
������&�

��� ������� � ��������

�� ������� ����
 
������
�	, 
�!��������

�� 
� ��
��� ������
��� [28] 
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( ) ( )1
��� *2 TU Mξ ψ ξ λ− � 	= − � 
 , 

 
��� �(...) – �
�� ��������������� �&���
�	, ( )ψ ξ ξξ= 1 2 . 

 C�
�������	 ������������	 ����������
�	 ������� ξ λ α� =  (���-
�
���	 ��
��������� � ������
���� ���
��, ������	���, � ���� ������', 
� �����
����'
�� ������) ������	�� �������' ����
��
� ������
 ��-
��	&�

�� 
���
�
��: 
 

( ) ���F Uξ ψ ξ � 	= +� 

� � �� , 

 

( )
*

���, ,

,T

G d F U

K AK KA B
ξ

∂ ∂ψλ ξ ξ ξ λ
∂ξ ∂ξ

� 	= − +� 


= + +

�
� � ��� � �

�
 

��� 

( ) ( ) ( ) ( )1
��� ��� *, 2 , , , ,TU U G K d dξ λ ξ ψ ξ λ ξ λ ξ λ ξ λ

∞
−

−∞

= = − � �
� � � ��

, 

( ), , , ,G Kξ λ ξ λ
� �

 – ��
���
�	 ��
�������	 ����
���' ����������
�	 � �����-

��� ����
�� 
T

α ξ λ=
� ��  � �������� ��������� �; 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

*

opt

opt

0

0 0
0

,

,
, ,

.n

F U

A
G d F U

F
B D F F

F

ξ

ψ ξ ξ λ
∂

∂ ∂ψ∂α ξ ξ ξ ξ λ λ
∂ξ ∂ξ

ψ ξ
∂ψψ ξ λ∂ψ ∂ξλ

∂ξ

� 	+� 

= � 	− +� 


=

�

� � �

� � � �� � �

�

� �
��

�

 

 
 �� ����
�
�� � �������� ����	&�

�� 
���
�
�� ���� (1.22), ���
-
��

�� �� ������&�

�� �������� ��	 ��

��� ��
��	, ��������

�	 ���-
���� ����������	, ��-������, � ����� ���&
�� ������ ����'�, � ��-������, 
���'��� ������
���� (6 ������ 4). ��� �����'����
�� ������ �
�����
�-

��� ����
&�
�	 %�� �������� � 
������
�� ������
���� 
���
�
�� ��	 
������&�

�� ���
�� � 6 �� 10, �.�. � ~ 1,6 ����. * ���	� ����
����'
�� 
���
�� ���
���� � ����������'
�� %!!�����
���� ��������

��� � ���-
������

��� �������� ���� �������
� �����

�� ����������
�� �
���-
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�����'
��� (���
��

��� 
� ��
��� ������ �
�����
�
��� ����
&�
�	) 

������
�	 �������� (1.18) ��� F = F0 = 1, Dn = 1,7, N0 = N1 = 2,  N2 = 1, 
ξ0 = 0, ξ* = [–2,1; 3,5], T = [0;100] c, ���������

��� ��	 30 �������������� 
���������� ���&�
�	 �������. /
���������
�� 
���
�
�� ��
������	���' 
������� $

��-7
��� ����'��� ���	��� � ����� 0,05 �, ��� %��� 
� 25-� � 
40-� ���

��� � ����
�� 75 ����� ��	 ��&��� ���������� �
������' 
�-

���������� � ���������� 
������
�	 ����
�
�� �
��
���
���� DW � 1,5 
� Dn � 1,2 ���� ��	 �������� ��
�����
�� ������� �!��������

��� 

������
�	. D��
�� ���
���� 
������
�	 ��
������	���' �
��� 
����
�-

�	 �� �
������ ���������� ����
����
�'
�� �����
�
�� �����'
� ��	-
��� ���������� ���&�
�	 �� ���
�� �
������� ξ* � ����
��  �����
� �. �� 
���
��
�� ����������
�	 ���� 
���
����
�, ��� ���
���' 
������
�	 

� ��
��� ���������

��� ������� ���� ��������

��� � ~3,5 ���� ��� 
�
������

� ��
'��� (� ~ 2,1 ����) ������ ���	��, ����
���� � ���-
����� �
���������
�	 
���
�
��, �������������� !��������
�� ����-
���� 
���
�
�	. ���
��

�� ���
�'���� 	��	���	 ��������
� 
����-
���'
�� ��������'����� �����
������ ��&� �
��������'
��� 
������-

�	, ��
��������

��� 
� ��
��� ������&�

��� �������, ����� �����-
���

��� �����������. 
 
����� 3. * �������� �������, ���������
����� �����&
���' 
�����'����
�	 ���������

��� �
��������'
��� ������� � ����'
�� �
�-
�����
�� ��������, ���������� ����
�� ������ 
������
�	 �������� 
������������ �������� (79) 
� J


 [163] � 
�����	� 
�����&
�� ����
-
��
�� �	�� ��������	 � ��
���
�� ���������� ����������. L���
�
�	 
���&�
�	 79 � %��� ��
��� � ���
	��� ����
���
�	� ���
����� ��� 

 

( ) ( ) ( )

� ; � ; � ,

, , ,

ξ ξ ξ β
ξ

γ β
ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

1 2 2
3 3

3

1 0 10 2 0 20 3 0 30

= = − + = − −

= = =

U n U n

t t t
   (1.23) 

 
��� ξ1 – ������	
�� �� ������
����, ξ1 ∈ [ξ10; ξ1K = 0], 
 ξ2 – �������' 79, ξ2 ∈ [ξ20; ξ2K = 0], 
 ξ3 – ����� 79, ξ3 ∈ [ξ30; ξ3K = 0],  β, γ= const; 
 n – ����� ��
�������� �
� � �
��
���
���'�  Dn(t). 

��� %���  �������� ���&�, ��� 
������
�� U (���

�
��  ������ ��-
�����) � ������������ � [163] !�����
���	 � !

���� �����
�. #!���
-
������� �����
 ��
���� �������'
��� 
������
�	 �
������
� ���������
-

��
 ���� – ��� �����
 !��������
�	 
������
�	, ��������������� ���-
���
� ����	�
���� ��
������

��� �
��������
�	 ������

�� ξ1, ξ2 � 
����������
���� �������� ξj* = [ξj min, ξj max], j = 1,2, � ����
�� �����

��� 
�
������� � � 
�����	� 
���������

���� ����	�
���
�� ������������� 
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�������	
� 
 �

 ��������	

 �
	
���� ��
��������� ���������
�, ��-
���, ��� ����	���� 
���
�����	
� 
����������� �����
� ξ ξ ξ ξ= 1 2 3

�  � 
�
�� ��
����
� �
��	�	
� (1.23) ����� ���� �
��������	� ���: 

 
( ) ( ) ( ) ( )ρ ξ ρ ξ ξ ρ ξ ξ ρ ξ, , , ,t t t t= 1 1 2 2 2 3 3 3 , 

 
��� 3,1, =ρ ii  – �����	�� 
 ��������	�� ����	���
 
���
�����	
� �������-
������
� �
�������. 
 �

 
���������	

 � ����������

 � 
�	�� 
�����		��
 ����
���-
	
��
 ������������ ���
���
���

 ����	����� �����	�� ��������
�
� 
ρ(ξ,t) �

���
� � ��������� �
����� �
��	�	
� ����	���: 
 
 – �� ������������ ξ3: 
 

( )

( ) ( )

� ,

� ;

m U

m m U Dn

1 3

2 3 1 32

= −

= − +
 

 
 – �� ������������ ξ2: 
 

( )
( )( )

,
;2,1,,~3

30

3
3

333
21 �

ξ

ξ
ξ

ξ
=ξρ

β+γ−=
K

d
tim

Um i�

 
 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )
�

�

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ

=ξρ
β+

+ξ
ξ

=ξρ
β+γ−=

K

K

d
tim

D

d
tim

Ummm

i
n

i

3

30

3

30

,
;2,1,,~

;2,1,,~
22

32
3

3332

3
3

333
212122�

 

 
 – �� ������������ ξ1: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

� ,

� ,

m m

m m m
1 1 1 2

2 1 1 1 1 22

=

=
 

 
��� mi(j) – i-� ����	� j-� ������������; 
 

( )( )timi ;2,1,,~
333 =ξρ  – ����	���� 
���
�����	
� ������� � ��
����
��
 

m1(3), m2(3), ���
���
�

����� ����	���� ( )ρ ξ3 , t ; 
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�
 � �����
	�� !�
��, �	����
�	� (1.20): 

( ) ( )UMNDMPM n +γβ= ,,,� , 

��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M m m m m m m
T

= 1 1 2 1 1 2 2 2 1 3 2 3 ,
 

( )

( )( )

( )
( )( )

( )

.

2
1

;2,1,,~
2

;2,1,,~

31

3
3

333
21

3
3

333

3

30

3

30

m

d
tim

m

d
tim

MN
K

K

i

i

−
−

ξ
ξ

=ξρ
β

ξ
ξ

=ξρ
β

= �

�
ξ

ξ

ξ

ξ

 

 " #��� ������ ���
����	
�	 �

	
���� �
� 
 

( ) ( )( )

( ) ( )( ),,,,

;2,1,~,, *
2

2

1
,

*

UMNDMP

UdtimtMG

n
T

j
j

jijj

j

++

++=−= ∏ �
=

γβλ

ξξξρλ
ξ

 

( ) ,
3

1
0* ∏

=

−=
j

jjk ξξξ  

 
��� ( )( )tim jijj ;2,1,~

, =ξρ  – ����������
� ����	���
  
���
�����	
�, ���
��-

�
�

���
� ����	���
 �������������
� ��
����
�� ��
��	
� ξj, j = 1,2;  
������ ���
����	�� ��
����	
� ��
��������� �	����
�	� �
���������:  

( ) ( )1
��� *2 TU N Mξ λ−= − . 

 �

 �
���		�� �����

���	

 ��
����	
�, �
	���

���		��� 	� 
��	���	

 �
������		��� �������, 
 �
��	�	

 ��� � �
��
�
�		�� ���� 

���������	� �����
�� �

��
� 1 – ��
����	
� � ���
� ������� !�
�

�-
������ 	� ��	��� ������ 
	��

�	�	��� ���
���	
�, ��
����	
� ��
��	
-
�� ���� 
���
����	� ��� 20 ��

�	��� �������
����
� �
�����

� $% �

 
�����	
����	�� �	���	

 ��� �
���
�
 �
	
����	�� ������� ��
����	
� 
	���
�������� �������	
� 
	��	�
�	���
 Dn (� 1,5 
���) 	� 15-� 
 30-� 
����	���, ���	�� ���	���
 �������������� ��
��	�	
�� �� �	������ 
��-
�
���
� �
��	�������	�� �����	�	
� ��
���		�� ξ1, ξ2 �� �
�	
� ����-
���������
� 
	��
����� ξ1*, ξ2* � ����	
� ����� �
���	
 �����

���	
� �. 
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�

  #��� &�� 
	���


���	
� ��� ���
�	 0,05 �, T = [0;45] c, ξ10 = 75⋅103 

�, ξ20 = 2,5⋅103 �/�, ξ1* = [1;7] �, ξ2* = [3;9] �/�. '���������		�� �����
�� 
�
��	�	
� ��
����	
� ������
�� ����	��
��, ��� � ��		�� ������ ���-
	���� ��
����	
� 	� ��	��� 
��
�����		��� ������� ��������� ��&� �
�-
�
�
�		��� � ~ 1,9 
��� �

 ��������������� ���	�&�	

 ��+��� �����
, 
	������
���� �

 �
���		�� �
	���� 
������ ��
����	
� � ~ 4,7 
���. 
 8��
� ��
����, 
����

�� ������		�� 
���������, ���	� ������� 
����� � ������	���
 #!!���
�	��� �

��	�	
� �
������		��� ������� 
�

 ��

�
	�� �
	���� ��
����	
� 
����	��
 �������
����
�
 ��+�����
. 
 

1.4. �������	��
�� ����
��
	� 
�������	����	� 
������� ������
	� 

 �
������ �
	���� ������

�
	��� ��
����	
� �������
����
�
 ��+-
�����
 ���
��� ���� ��������	� � 	����� 1960-� ��. %. <���������� ��� 
�
������ �����	��� ��
����	
�, 	� �� 	��������� �
���	
 	� �����
�� 
������ ���	��� 
��
�&�	
� – ��� 	��
�
��	�� 	��
	��	�� �
���� 
 � 
����� ������ 	��
	��	�� !�
�� ���
�
�

������ !�	��
�	���. " �� �� 
�
��� �	��
� �
���� ������ �
��	�	
� (1.2, 1.5) – ��� ��

�
	�� 
 ������-


�
	�� ����	�����, ����������, ��� �	
 ���
������ �
&� ���
�
�	��  
������������ { }tS z ,,ξρ , 	����
����� �� 
������� ��
����	
� U. >��  ��-
������� ������� �
��������	
� � ������	���
 
���������	
� 
������-

�		��� ��&� ������� � �
	���� ��

�
	��� ��
����	
�  
 ��� ��		��� 
������, �.�. ��� ����
��	
� �����	��� ��
����	
�. 
 ?��
 �

 �����	�� !�
�

���	

 ��
����	
� � �������� �

��

�� 
���
�
���

 ����� ��
�
	���	�� �

��


 �
�� (1.9, 1.10), �� ���� ��� 
�
	���� 	
��� 	� ����� ���
������ �� 
�����		��� ��&� ��� ��

�
	��� 
��
����	
�, ������ �� !�
�� ����	� ������ ���
����	��� ��
����	
�. 
@��
�
� ����� �
&� � !�
��� �
���� ������ �
��	�	
� ���
���		�� �
�-
���� (1.15) – ������ ���
���
� L0 	������
�� 
����������� ����� (L0 + S). 
�

	�
�
���	�� �
��	���� ����� �����
� � ���, ��� �

 
���������	

 
��
�
	���	�� �

��

�� ���
����	�� ��
����	
� ���U  	�
����	� ����	� 
���
���� �� �������	���
 	������	
� [ ]ktttZ ,, 0∈ , ������		�� 	� ���� 

	��
���� �. @���
�	�, ��� �
���
������ 
���������	
� ������ ������� � 
��
����	
� ������	� ������ ��� �
����, ��������
� ��������� �����-

������
 ��
����
� 
 ��
����
�� �
	��
������� �
������ 
 	�
���		���
 
��
���	���	�� ��
����

��
� &���� 	� 
���
�	��  �
���		�� 
	��
����� 
��
����	���
 �. B�� ����&
	���� �� �
���
����
� ������� ��
����	
� 
	������
�� !�
�

����� � 
����	�� ���&���� �
���	
, �� ��
� ������-
��	
� �����
� 	������	
�. �����	�� �
	��� ��
����	
� ����������� 
������	�� � ���� ������� – ����� �� ���� ���
���
���

 ����	���
 
��-
�
�����	
� �
����� ���
���		�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
� � ����-
	��
 �
�
����	��
 (1.15) ����
��� � �
����� ���
���		�� ����	���	-
	�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
�, 
�&����� ����� �

��
��		�� ����-
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��� 
	��

�	�	��� ���
���	
�, 
 ����� � �������� �

��

� ���
�
���

 

����������� ������	�� �

��

� �
�� (1.11). 
 D������

� �	����� ��
��� ������ 	� ��	�
��	�� �

��
�, ���   
�-
���	��� �	�����
	��� ��+���� – 	� �

��
� ������ ����
������� ����
��� 
� �����
�� ���������
� ���������
� � ��
�	�� 	�
�����	��
 ��
���	�-
��	��
 ��
����

��
���
. 

1.4.1.  ������ �	
�����
��


 �	�������� 
�� 
��
�� ���
�� ����������


 	

������� 

 %#
��
	��
����
� ����� (%BE) ����
������� ����
��� ($%) � ���-
����		�� �����!�
� �

 ����
&�	

 ������
� 	������	

���		�� �
�-
��
�	����		�� ��	��
�� (	��

��
, � ������ ���

�	�� 
��
��� ����
�-
��	
� 	� F����) ��
����

������ 	���
�����		����� 	�����	�� �����
� 
������ 
 ��
����
��  �����!�
�, ��������
�� �
��
���	�� �
�����


, 
�	��
����	��
 !�������
��
 �������� 
 �#
��
	��
����
� ��
����

-
��
� $% [163]. �����	�� �������������� 	�
����	� �

����� � �������
-
������� ��
����
� �����
 �
	���� ��
����	
� $%, �

���, � �����
�� 	�-
��
�����		���
 �
������ %BE. @���
�	�, ��� 
���������	
� �
��
�
�	-
	�� ������� ���
�
���

 ��
����	
� $%, 	��

��
, � ����� ����
��	
� 
����
����	�� ��
���	���
 ������	
� ��� � ����		�� ������� �
���
�	��-
��, ����������� � #��� ������ 	�#!!���
�	��  [1, 163]. 
 B�� ������	���
 ����	��&��� 
�&�	
� �����
 ��
��� ���
����	��� 
��
����	
�  $%, ����
&������ %BE, � �����
�� 	���
�����		���
 ��
�-
���
�� ������	���, �!�
���

��� �� �������
� ��
����.  
 " ����� ������ �������
������ ������ ��
��	
� $% � �����!�
� 
����� ���� �
��������	� � �
�� (1.1), ��� ξ – �����
 ������	
� $% 
��-
��
	���
 l � 
	�
�
���	�� �
����� ���
�
	��; u – 	��
	��	�� �����
-
!�	��
� ��
����	
� $%; nt – �����
 ������ ������������ &��� 
����
	�-
��
 r � 	������ �
��	
� 
 ���

��� 
	��	�
�	����� Dn(t), ���������		�� 
	���
�����		����� ��
����
�� �	�&	�� �
���, ����
�� 
 �	���� �����-
���
�	��� ���� ���
��
�. 
 G�
����
 ���
�
����
 !�	��

 u �� ����� ����
��� 
������  �
��-
	�� ��
��������� �
���, �

	�
��� ������
�, 
��������	
�� 
 �.�. ��-
����	
�.  B�� ��
����	
� %BE $% 
��������� ������
��	�� 
�
 �#
�-
�
	��
����
� 
��
 [163], � #��� ������ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) δδξ+δξ+ξ=ξ 0210 ,,,, Etgtgtgtu T  ,  (1.24) 

��� ( )qii
T

q ,1,1 =δδδ=δ …  – ���� �����	�	
� i-� 
������ �
��	��; 
g0, g1, g2 – 
�����	�� 	��
	��	�� �����
-!�	��

 
 !�	��

-���

�� 

����
	���
 l, l*q 
 l �����������		�; 

    E0 = const – 
�����	�� �
����

�	�� ���

��; 
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 ������ ��
��� ��
����	
� ����
��� � ��
�����	
� ���
����	��� � 
������ ���
�		��� �

��

� �����
� δ = δ(ξ,t). 
 �

 #��� 	������
�� �����
��, ��� 
���
�	
� ������	� 	� ��� ��-
��������
� �����
� ξ(t), � �
&� ��, ����
�� ��
��������� 
���

����	�� 
������ �
����� ��
����	
�, !�	��
�	

����� 	� ������� %BE  [6]: 
 

( ) ( ) tWtHtZ +ξ=ξ ,, ,    (1.25) 
 

��� Z – �����
 �����	��� �
�	��� 	���������� 
����
	���
 p (p ≥ 1); 
H– 
�����	�� 	��
	��	�� �����
-!�	��
�; 
Wt–  �����
 ������ ������������ &��� � 	������ �
��	
� 
 ���

��� 

	��	�
�	����� DW(t). 
 8�� ��� ����� ��
����	
� �������� ��������	
� ����������	
� ��-

����
�� ������	
� $% � ��	��	�� ����	� �
���	
 tk � ����		�� ������
 
ξ* = [ξmin, ξmax] � ����
����	�� ��
���	����� � �����
�� 	���
�����		���
 
�
������ %BE, �� ������ �
	���� 
������� ��
����	
� �!�
���

��� ��-
��� ��� �
	
����	��:  	�  �
���		�� 
	��
���� ������ $% � �����!�
� 
T = [t0, tk] �
������� ��
����
�� �����
	�� !�	��
� ��
����	
� (1.24) 
� 
�����
� � � � � 
 � � � �  ��
���	���
� ������	
� $% � ����		�� ������� ξ*: 
 

( )� �
ξ

ξξρ=
T

dtdtp
*

, , 

 
��� ( ) ( )TZt t ∈τξρ=ξρ τ ,/,   – ������

�
	�� ����	���� ��
���	���
 �
�-
����� ξt, �

 �
	
���� 
	!�
���

 � �
������ ξt, �.�. �

 ����
� ������-


�
	�� ����	���
 ��
���	���
 (%�") 
� �����
� ��������	
� �
	
���� 

	!�
���
�		��� !�	��
�	��� <
&�
� [119]. 
 E ������ ����
�	�� �
�����	
� � �
	
���� #	�
���
����
� ���
�� 
	� 
���
���
� �
	���

������ ��
����	
� u 
 ��� ��	�� �	��
�
������ 
���
�
����
 �� !
�
����
 
���
������� �����
� ��
����	
� δ, ���	��-
����	�� �
� �
	
�
�

������ !�	��
�	��� ���	� �
������
�� ������-
�
� ��
����:  

( ) ( ) ( )[ ]� � ξξδξδ+ξρ−=
ξT

T dtdtKttJ
*

,,, 0 ,      (1.26) 

 
��� �0 – 
�����	�� ���

�� ��#!!
�
�	���, �
� ����
�� ���������	 ���-
��		�����
 
����������� 
������ �
��	��. 
 " ����� ������ %�" ρ(ξ,t), �������� � J, ��
��������  
	���
�-
�
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
�� � ����	�� �
�
����	�� (1.5). H� � �
�� 
�����		���
 
�&����� �����
, ��
��������� 	������
����� �
����

-
����	��� ����
� %�" 
� �����	
����	��� �����
� �
	
���� 
	!�
���
-
�		��� !�	��
�	���, 
������

� ����� � �������� %�" ����������� 
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����	����, �
	
�
�

����� !�	��
�	�� <
&�
� �

 �����

 !
	
�	�-
��
 �
���
�

 [119]. 
 " #��� ������ �
��	�	
� ��� %�" �
�	�!�
�

����� � �
����� 
�
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
� ������

�
	��� �������
������� ��
��	
� 
(���	�
) ξ

�
�
������ ξt 
 ����

��
�		�� ���

�� �&
��� ���	
��	
� � 

(1.8), ����
�� ��� 
������

������� ������ 
���� �
� 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

0 0

,
, , , ;

, , , , , ,

,

T

W

T T

W

T
n

H t
u t P t D t Z t H t

u t u t H t H t
P P P P D P

f D f

∂ ξ
ξ ν ξ ξ

∂ξ

∂ν ξ ∂ν ξ ∂ ξ ∂ ξ
∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ

−

−

� �
� �= + −
� �� �

� � � � � � � �
� � � � � � � �= + − +
� � � � � � � �� � � � � � � �

+

�
� � �� �

� � � �
� � � � �    (1.27) 

 
��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) [ ] ( )( )

*
1 2 0

*
0

0 0 0 0 0 0 0

, , , , , , , , ;

, , , ;

0 , ;

T

T

u t f t g t t g t t E t

f t f t g t

M P M

ν ξ ξ ξ δ ξ ξ δ ξ δ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

= + +

= +

� �= = = − −� �� �

� � � � � � �

� � �

� � � �

 

 
 E����� �������, �
������		��� � [119], �
������
� 
������ ��
��-
��	
� – �����
 δ ����� �����	�	
� 
����	
����	�� �
��	��, � ���	����� 
�� ����� ���
��� ��
���� �����
	�� �����		�� 
����  �� ξ

�
 (��
���� ��-

��
���, ��� ����� ������	� 	
��, ����� ���� �
�
�����	�� 
 ��
�������-
�� �
&� ����
��
���� ����� �
������� ���	����� ���
���
���

 ���-
��
� δ 
 	������
��� ��+���� ���
��
����	�� ���
�� �

 ��� !�
�

�-
��	

): 

( ) ( ) ( ) ( )0 1,t A t A t tδ ξ ξ≈ +
� �

,   (1.28) 
 

��� �0, �1 – �����
	�� 
 ���

�	�� !�	��

 
����
	���
 q 
  q*l  �������-
����		�. 8��
� ��
����, ������ �
	���� ���
����	��� ��
����	
� $% � 
�
������ %BE ����
��� � ��
��� �0, �1, �������
����
� �
	
��� �

��-


� J �

 ��
��	

 �����
� ��
����
�� %�" �
��	�	
��
 (1.27). B�� ���-
���	���
 
���������	
� 
�����	�� ����

���� ���
����	��� ��
����	
� 

[147] �!�
�

��� 
��&

�		�� �����
 
( )P ν

ξ
γ =

�

 
����
	���
 (� ������ 

�
����


 ���

�� �) ( )l l + 3 2 , ��� �����
 ( )P ν  ��
�����	 
� #����	��� 
���

�� � �� 
���������		��� � �. 1.1 �
��
��: 
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( ) .11134333123222112111
TppppppppppP …………=ν  

 
 "��	
������ �

 #��� 	������
����� �
�	�!�
���

 �
���� ����
 
���

�	��� �
!!�
�	�
���	��� �
��	�	
� ��� � �
����� �

��	�	
� ��-
�������������� �������
������� ����
��� 
��������	
� �������		�� 
�	�����
	�� �
	��
����
� �
���� [147]. E #��� ����� �
������
� �
��-
��

����	� ���

�� ∂ν ∂ξ

�
 � ������ (1.28) �������
� ��
����: 

 

( ) ( ) ( )

( )

*
01 2

1 0 2

*
0 0 01 2

1 1 0
1 1 1

0
2 0 1

1

2 ,

T
T

T

T

Ef g gg E g

A A Af g gg A E
A A A

A
g E A

A

ν ν ν

ν

∂ δ δ∂ν ∂ ∂ ∂δ ∂δ δ δ
∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ

∂ ∂ ∂σ σ σ
∂ξ ∂ξ ∂ξ

σ

� �� �= + ⊗ + + + =

� � � � � �
= + ⊗ + + +� � � � � �� � � � � �� � � � � �

� �
+ � �� �� �

�
� � � � � �

�
� � �  

���   ( ) ( )
( ) ( )
0 0

0 1 0 1
1 1

;T T
q q q

A A
A A A I A I I

A A
ν

ν νδ ξ ξ ξ σ= + = + ⊗ = ⊗ ⋅ =
� � �

 
 

;⊗ ⊗
�

  – �����������		� �
�	���
������ 
 ����	�� �
�
�����	
� ���

�; 
Iq – ��
	
�	�� ���

�� 
����
	���
 q*q; 
σ – ���

�� 
����
	���
 q*(q+l*q); 

( )
A

A
0

1
ν  – 
������ �����
 ��
����	
� 
����
	���
 q+l*q; 


 ����� �����
�: 
 

( ) ( )
( ) ( )
0 01

1 1 2 0 1
1 1

2
T

A AgP g A g E A
A A

ν ν
ν ν

∂χ σ σ
∂ξ

� � � � �!�= + ⊗ + + +� � � �" � � � ��! � � � �#�

�� �

 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

0 0 02 1
0 1 1

1 1 1

0 0 02
2 0 1 0

1 1 1

2 ,

T

TT T

A A Ag gE P P g A
A A A

A A Agg E A E
A A A

ν

ν ν ν

ν

ν ν ν

∂ ∂σ σ σ
∂ξ ∂ξ

∂σ σ σ
∂ξ

�$ �  � � � � � �! !� �+ + ⊗ + +� � � � � �% "� � � � � �� �! !� � � � � �#�& �

�$� � � � � �! �+ +� � � � � �% �� � � � � �!� � � � � � �& �

�
� �

�
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��� 
* *

1
0 0

T T
T

W n
f f H HP P P D P f D f∂ ∂ ∂ ∂χ

∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ
−� � � � � � � �= + + +� � � � � � � �

� � � �� � � �
� � � � . 

 "�����������&
�� ������
, �

����		��
 � [163], ���	������	� 
���
&�� (�

�. 2): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

01
1 1 1

1

0 0 02
2 0 1 1 0

1 1 1

2
T

AgP P I P g A
A

A A AgP g E A P I E
A A A

ν ν ν
ν

ν ν
ν ν ν

∂χ σ
∂ξ

∂σ σ σ
∂ξ

∧
� �� �= + ⊗ + ⊗ +� �� � � �� � � �

� � �  $� � � � � �� � ! !� � �+ ⊗ + ⊗ +� � � � � �" %� �� � � � � �� � � � � ! !� � � � � �# &� ��

� �

�

 
 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

*
0 01

1 1 1 2 0 1
1 1

2
T

T T
A AgI P g P A g E P A

A A
ν ν

ν ν
∂ σ σ
∂ξ

� �� �� � � �� � � �� �+ ⊗ + ⊗ + ⊗ +� � � �� � � � � �� �� �� � � � � �� �� �
�

 

( )
( ) ( )
0 02

1 0
1 1

,
A Ag P I E

A A
ν

ν ν
∂ σ σ
∂ξ

 $� � � �� � ! !+ ⊗ � � � �" %� � � � � �� � ! !� � � �# &
�                                                     (1.29) 

 

���  [ ] [ ]… …
∧

, *   – ���
��

 � ���

���
, ��
�����		�� � �

�. 1. 
 ��
��
&�� �
����� (1.27), ��
����� (1.29) 
 �����
� 
������ ���-
��
	�� ��#!!
�
�	�� ���
�
�

������ ��
����	
� �0 
 ( )A1

ν  (����� 
�

����		�� 	
�� ��
���	
� ��	 � �

�. 3): 
 

( ) ( ) ( ) [ ]0 0 0*
1 1 2 0

1 1 1

T
A A A

f g g E k Z H
A A Aν ν νξ σ σ

� � � �
= + Φ + + −� � � �� � � �� � � �

�
� ; 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
,22 10

1

0
210

1

0
2

1

0
0

1

0
012

1

0
10

ν
ν

ν
ν

νν
ν

ν
νν

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
⊗

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
σ+

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
σ⊗+

+�
�
�

�
�
�
�

�
σ�

�
�

�
�
�
�

�
σ+++χ=

T
TT

T
T

APE
A
A

gAE
A
A

gP

A
A

E
A
A

rAM
A
A

MMP�

(1.30) 

 
��� 
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( )

( ) ( )

1 1

1

*

1 1
0 1 1

;

;

;

T
q

T

W

g I

Hk P D

g gM P I I P

ξ

∂
∂ξ

∂ ∂
∂ξ ∂ξ

−

∧

Φ = ⊗

� �= � �
� �

� � � �= ⊗ + ⊗� � � �
� � � �

�

�

� �

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

1 1
1 1 1 1

2 1

2 2
0 1 1

;

;

.

T T
q q

g gM P I I P g I P I

M g P

g gr P I P Iν ν

∂ ∂ξ ξ
∂ξ ∂ξ

∂ ∂
∂ξ ∂ξ

∧

� � � �= ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗ ⊗� � � �
� � � �

= ⊗

� � � �= ⊗ + ⊗� � � �
� � � �

� �
� �

� �

 

  
"����
	�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
� (1.30) �
���������� ����� �
��-

	�	
� ��� 
��&

�		��� �����
� 
( )P ν

ξ
γ =

�

 
 ����� ���� �
��������	� � 

��	�	
������ �
�� 
 

( ) ( )� , , , ,γ γ γ ν= + �
��

�
��F t A A tΓ 0 1  ,   (1.31) 

��� 
( )
( ) ;

*

νχ
−+= HZkfF

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
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�
�

�
�
�
�
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�
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0
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�

�

�

�
�

�

�
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�
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�

�

�
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�
�

�

�

�
�

�

�

��
�

�

�
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�

�

�
σ⊗+ TT

T
T

T
APE

A
A

gAE
A
A

gP

 
 

F, I – �����
-!�	��

 ��������������� 
����
	���
. 

 B�� �
	���� 
������� �����
� ��
����	
�  ( )a
A

A
=

0

1
ν , �������
���-

���� �
	
��� �

��

� (1.26) �

 ��
��	

 �����
� ������	
� (1.31), 
�-
�������� ����� �

	�
� ����
���� [131]. B�� #���� �
������
� !�	��
�-
	�� (1.26) �������
� ��
����: 



34 

( ) ( )[ ] ( )� � �
ξ

γ=ξσσ+ρ−=
T T

T dttaLdtdaKaJ
*

,,0  

 

 ���
&�� �������������
� ���
����	
�	: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tatFttaLtaG T ,,,,,,,, γΓ+γλ+γ=λγ , 
 
��� λ – �����
 ���
���		�� ��
���		��. 
 @��
����	�� �����
 � ��
��������� � #��� ������ 
� �
��	�	
� 
[131]: 

[ ] 0=Γ+
∂
∂λ+

∂
∂=

∂
∂ F

aa
L

a
G T .    (1.32) 

 
 8�� ��� �������� � !�	��
�	�� (1.26) %�", 
������ � �

	���� 
����	���	
�� �
� 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1

11, 2 det exp
2

Tn P Pρ ξ γ π ξ ξ ξ ξ
−

− $� �= − − −" %� �� � # &

� �
, 

 
�� � 	� ���
�
�, �� ��
��� ��������� �
��	�	
� (1.32) ����� ���� �
��-
������	� ���: 

( ) ( ) [ ] ∏=∏
∂
∂=

�
�

�

�

�
�

�

�
ξσσ

∂
∂=

∂
∂

�
ξ

TTT aaa
a

daKa
aa

L 2
*

0 ,  (1.33) 

��� 

�
ξ

ξσσ=∏
*

0 dKT . 

 

 B����, 
�������� �

����		�� � �

����	
�� 1, 3 ����	�&�	
�, 

����� 
� [131] 
 ��
�����, ��� ( )∂ γ
∂

F t
a

,
= 0 , �����
� ���
�� ��������� 

�
��	�	
� (1.32) (����� ��	 � �

�. 4): 

 

1 1
7

0 1 2 1 4 2 6

0 0 0 0 0
0 0I

g
B aM M M E B B B Ba

∂
∂

Φ � �Γ = + + + + ⊗� �+ +� �

�
, 

 
� ��
���	
� (1.33) ������	� �

����	
� 1 �
������
� �������
� ��
�-
���: 
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( ){ }∂
∂

νL
a

a B a
T

= ∏ ⊗ = ⊗2 8� � . 

 
 8���� � �

	���� ����	���	
�� ��
���	
� (1.32) 
���� �
�: 
 

8 7
1 4 2 6

1 1

0 1 2

0 0 0
0

0 0
00

T

T
I

B B aB B B B

g
M M M E

λ

λ

 $� �! !+ + + ⊗ +� �" %+ +� �! !� �# &
Φ� �

+ + =� �
� �

�

 

�
 

( ) ( )9 10, , , ,B t a B tλ γ λ γ⊗ = −
�

, 
 

��� ( ) ( ) qlqBqlqBBBBB qlq +=+== + *dim;*dim, 1099999 1*21 … . 

 E����� �. II �

�. 1, �
���
����� ������	�� �
��	�	
� � ��������-
�� �
��: 

,10

9

9

9

*

2

1

TBa

B

B
B

qlq

−=

+

�
 


�
 
B a BT
11 10= − , 

 
��� �11 – ����	�� ���

��, ( ) [ ] [ ]qlqqlqB +∗+= **dim 11 . 
 '� ������		��� ��
���	
� 
���� 
������ �����
 ���
����	��� 
��
����	
� 

1
��� 11 10 ,Ta B B−= −  

 
�������
������� �
	
��� �

��

� (1.26) � �����
�� �
	
����	�� 
	-
!�
���

 � �
������ ξt (	���
�����		���
 �
������ %BE $%). '������ 

�&�	
� ��������		�� �
������ ����
��� � ����	��&�� � 
�&�	
� 
����	�� ���������	�� �
����� �����
 (B8$F), �
����� ��	�	
����
� 
�
��	�	
� ����
�� ��
��������� �
��	�	
��
 (1.31) 
 ���
���		��
 � 
	
�: 
 

( )( ) ( ) ( )( )���
���

, , ,
, , , ,

T TL a t
F t a t

∂ γ γ λ ∂λ γ γ γ λ λ
∂γ ∂γ

 $  $! ! � �= − − + Γ" % " %� �# &! !# &
�
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�

 �
����� �����
��: 
( ) ( )γ γ λt tk0 0 0= =, .  

 
 B�� ������	���
 !�
�

���	
� ��
����	
� � 
����	�� ���&���� 
�
���	
 
��������� ����� �����
�� �
	���� �

��
��		��� 
�&�	
� 
B8$F 	� ��	��� 
	��

�	�	��� ���
���	
� [163], ����������� �!�
�
-

����� ��� �
����� �
��	�	
� �

��
��		�� ���	�
 ~γ  ���
����	� 
��
��������� �����
� γ, ��� 
 	����
������		�  �

��
��		�� �	���	
� 
���
����	��� ��
����	
� ( )0,~~

opt γ= aa : 
 

( ) ( )( ) ( )( )
;~

,0,~~,~
,0,~~,~,~~ opt

opt

TtaL
DtatF �

�

�
�
�

�
γ∂
γγ∂

−γγΓ+γ=γ�

 
 

( ) ( )( ) ( )( )
!#

!
"
 

+�
�

�
�
�

�
γ∂
γγ∂

∂λ
∂+

&
%
$

#
"
 

γ∂
γγΓ∂

+
γ∂
γ∂=

TtaL
DD

tatFD ~
,0,~~,~

~
,0,~~,~

~
,~

2 optopt�

 

 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )( )

( ) ( )( )[ ] ,,0,~~,~,~
~~

~
,0,~~,~

~2
,0,~~,~

,0,~~,~,~
~,0,~~,~,~

~

opt

optopt

optopt

DtatF

taL
D

ta

tatFtatF

T

T

TT

!&

!
%
$

λ
&
%
$

#
"
 γγΓ+γ

γ∂
∂

γ∂
∂+

+
!#

!
"
 

�
�

�
�
�

�
γ∂
γγ∂

γ∂
∂−

∂λ
γγΓ∂

−

−
!&

!
%
$

λ
&
%
$

#
"
 γγΓ+γ

γ∂
∂

∂λ
∂+

&
%
$

#
"
 γγΓ+γ

γ∂
∂+

 
 

��� ���

�� D 
�
��� 
��� ������� ���

�� �

 �����	�	

 ���
����	��� 
�����
� �� ��� ���
���
���

 [163]. 
 @���
�	�, ��� �
���		�� 
	���


���	
� ��		�� �
����� �
��	�	
� 
� ���������
� !�
�

���	
�� �����
� ��
����	
� opt

~a  	� �������� 
�

	�
�
���	�� ���
��	�	
� ���� �

 
���������	

 ��
������ ���
�-
�
����. 

B�� 
�����
��

 ������	���
 #!!���
�	��� 
���������	
� �
��-
����		��� ������� � �
	���� ��
����	
� %BE $% ���� �
�����	� �
�-
��		�� �����

���	
� ���
����	��� ��
��������� ��
��	
� ��� �����
 
(1.1), ��� ��
����
� ������	
� $% 
 �������������
� !�	��

 �� 	
� 
�
������������ �������
� ��
����: 
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TT zyxV ϕφϑ=ξ ; 

( )

( )[ ]
( )[ ]

( )
,

,

arcsin
arcsin

2

,

2

ΩφϕΦ

ξ−
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

+φ
ϑ−

−ϑ
−−

ρ

=ξ

α

V

r
g

VV
VVV
VVV

CVC
Vm

VS

tf
z

xy

yy

yx
B

 
 

( )

( )[ ]
( )[ ]

( )
,

,0
0

0arcsin
arcsin

2

,

2

0
φϕΦ−

+φ
ϑ−

−ϑρ
−

=ξ
z

xy

yyB

VV
VVV
VVV

VVm

VS

tf

 
 

( )

;

,
cossin1

sincos0
cos
cos

cos
sin0

,

222 zyxr

tgtg

++=

φϕφϕ
ϕ−ϕ
φ
ϕ

φ
ϕ

=φϕΦ

 
 

T
zyx VVVV =  – �����
 ���
���
 $% � 
	�
�
���	�� �
����� ���
�
	�� 

(E$); 
Ω – �����
 �������	�� ������� ���
���
 $%; 
ϑ,ϕ,θ  – ���� >���
�-$
����� 
����
��� $% ��	��
����	� 
	�
-

�
���	�� E$; 
( ) ( )hMCChMCC yyxx ,,,, αα =α=  – 
�����	�� � ����� ������ 	��
	��	�� 

!�	��

 (�#
��
	��
����
� ��#!!
�
�	��), ��
��������� �� ���
�� 
��-
���	�� ����� (������� �

 #��� �����
��, ��� � ����&
	���� ������� ��-
���� ������ ����
 	� ��
��� 	� Cy

α ); 
h = r - R – ������ $% 	�� ����
�	����� F���
; 
R = const – 
��
��F���
; 
	 – �
��� K���; 

( )α ϑ= − arcsin V Vy  – ���� ����
 [163]; 
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m, S – ����� 
 ��
����
	�� ������� $%; 
ρ – ����	���� ���	��
�	�� �����!�
�; 

VB – �����
 �����&	�� ���
���
, 

M

M

M

B
VVk

Vk
VVk

VV
+

−
−

+=

31

2

31
; 

k1 ÷ k3 = const – 
�����	�� ��#!!
�
�	��; 
V
, V� – ��	���	�� 
 ��

�
�	���	�� ����������
� ���
���
 
���
�; 

;
T

DDDcct zyxyx NNNnnn =  

zyxyx DDDcc NNNnn ,,,,  – ���������
� &��� – ��

��

 �#
��
	��
-

����
�  ��#!!
�
�	��� 
 ���
�&	���
 
���

����� ������� ���
���
 $% 
�����������		�, � 	������
 �
��	
�
 
 
�����	��
 
	��	�
�	�����
 

( )( )yxjtD jc ,= , ( )( )zyxitD iD ,,= . 

 "����
–!�	��
� u(ξ,t) ��
���������  � ����������

 � (1.24). $% ��� 
���
�	 �����
� ����
����

�	�� ����� � ����
��� �#
��
	��
����
�
 

����
 ��	���� �
����

�	��� �
�!
�� ��
����
�	�� !�
��, 
����
�
 
��
	������  
����
� 
 
��������		��
 �� ����� «�
����� �
����». 8��-
	
����
� ��
����

��
�
 $% 
 ��
����
� ��� ��
��	
� ���
 ���
�	� 
�������
� ��
����: S = 0,13 �2; m = 140 ��; �x = 0,5; �
 = 0,3; x(0) = 
= z(0) = 0; 
(0) = 6,5⋅106 (�); Vx(0), Vy(0), Vz(0) �����������		� 
��	��
 6,25⋅103, 
–3,5⋅103,  1,5⋅102 (�/�); (0) (0) 0θ ϕ= = , ϑ(0) = – 0,54 
��; ���� ��
����
�	�-
��
 ��	���
 �#
��
	��
������� 
��� ������ ���
	�	
� 
��	�� 0,78 
��, 
����	
� ���� – 
��	�� 1. "�

��

 �#
��
	��
����
� ��#!!
�
�	��� 

 ���
�&	���
 
���

����� �����

����
�� � �
�� ����� ���������
� 
&���� � ���

���
 
	��	�
�	�����, �����������		� DC = 12⋅10–3, 
DD =13⋅10–13 �–2, DA = 13⋅10–11 �2/�4. K�����  �������		�� ����	���
 ����-
�!�
� F���
 ���� 
���������	� � �
�� ρ(M,h,ϕI) = ρCA[1 + δρ(M,h,ϕI)], ��� 
ρ–– ������� ���
�
	� �������		�� ����	���
; ρCA– ���	��
�	�� ����-
�!�
�, ��
�����		�� �� E%-81; δρ – ��

��

 ����	���
,  ��
�����		��  
�
���		�-�	��
�
����
� ����� 	� &

���ϕI = 60° ����
	��� ����&�

� 
��� �����
� ������ 	. E ����� �����

���	
� 	���
�����		���
 ����	
� 
	�����	�� �����
� ���	�
 �	���	
� ��
����
�� ��
��	
� $% � 
����	�� 
����	� �
���	
 �������
�� � ���
�&	�����
 
� �������
� 
	��
�����: 
 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ]
( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ).�/�4.0;0,2.1;0,0;0.3

50,50,100,100

000

000

=Δ=Δ−=Δ

−=Δ−=Δ=Δ

zyx VVV

zyx

 
 

@��	�
 (0), (0), (0)θ ϕ ϑ
� ��  ���

��
�� 
��	��
 
��
		�� �	���	
�� � 	�-

����	�� ����	� �
���	
. " �������� 
���

���� ��
����
�� ��
��	
� 
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��� �

	�� �
���
�	����		�� ��������� �����&	�� ���
���
 (O"E), ��
 
������
����	���
 ����
��� ��

�	�

���	� �� �
�����	�� ���� $%. �

 
#��� �����
-!�	��
� �����
 
���

���� (1.25) 
���� �
� 

H(ξ,t) = χ(ϑ,φ,ϕ)VB , 

��� χ(⋅) – ���

�� 	��
������
� ���
	���� 
����
��� ���� ��
���� $% 
��	��
����	� 
	�
�
���	�� E$ [6], � 
	��	�
�	���� ������	�� ���
�&	�-
��
 
���
�	
� O"E ���� �

	��� 
��	�� 6(�2/�2).'	���


���	
� �
��	�-
	
� ��
��	
� $% 
 
�  ���	�� �������������� ������� D�	��-$����  4-�� 
��
���� � &���� 0,01 � 	� �
���		�� 
	��
���� [0; 1000]�. @��	�� ���	�-
��
 ������	
� $% � ����		�� ������� �
���
�	���� �
�
����
���� ����� 
�
��	�	
� ���	���
 ��
����	
�, 
���
����		�� �
��
�
�		�� ������� 
(���
����	�� �� �

��

� �
	
���� �
��	��� ����
��� �&
��
 [6, 28]) 
 
�
������		�� ������� � 
��
		��
 �	���	
��
 ��
����
�� �� ���	��-
	

 �
���		��� 
	��
���� �����

���	
� – 	� 100-� � ������. "��
��
-
����	�� ���
�&	���
 
	���


���	
�, ��
�����		�� ��� ������ D�	��-
$���� � �
������ #����

��	��, �

 �����

���	

 �������		��� �#
�-
�
	��
������� ������ ���
 ������	�

���	� � ����� ����&�	
� ���	�-
��
 �
��	
����	��� �	��
�� ���
� �������� ��
����	
�. 
 �� 
���������� �����

���	
� �

����
 �
�����

� �#
��
	��
��-
����� ������ � ���������
� ��
��	�	
�� �&
��� ��
����
�� ��
��	
� 
$% �� ���� ������	�� 
���
���
�� 	� ����	� ���	��	
� 
	��
���� ��-
���

���	
� ���� ����	����	�, ��� ���	���� ������	
� $% �� ����		�� 
�
��� � �

 
���������	

 �
������		��� ������� ��������� � �
��	�� 
��&� ���	���
 �
��
�
�		��� ������: �� ���
�
	���� 
 ����������
� 
���
���
 – �����������		� 	� [70 ÷ 110] �  
 [0.6 ÷ 0.9] �/�,  �� ����� – 
[0.5 ÷ 0.65] ���.�
	. 
 ������		�� 
��������� ��������� ������� ����� � ������	���
 
#!!���
�	��� �

��	�	
� �
������		��� ������� �
	���� ���
����	���  
��
����	
� ��� 
����	�� �	�����
	�� �
���� – � ��		�� ������ �

 
������ $% � �����
�� �������		�� �����!�
�, ��������
� �
��
���	�� 
�
�����


, 	���
�����		���
 	�����	�� �����
� ��
��	
� $%, � ����� 
	�
����	�� !�������
� �#
��
	��
����
� ��
����

��
� $%. 

1.4.2. �	
�����
��
� �	�������� �� 
��
�� �
�����


 �������� 
 B�� �
������	
� ��
�	
��	
� ������	���
 �
���
������� 
�-
��������	
� �
������		��� ������� � �
	���� ������

�
	��� ��
����-
	
� 
������

� 
�&�	
� ��������		�� ��&� �����
 �
	����, 
�������� 
������ �

��

� (1.10) ������	�� �

��

� (1.11). 
 '����� 
� 
�����		���, ������ ��
��� ������	�-���
����	��� 
��
����	
� ��+����� (1.1) �!�
���

��� ��� ������ �
	���� �����
� U, 
������������� ���
��� !�	��
�	��� (1.11) �

 �����

, ��� !�	��
� 
%�" �����
� ������	
� ξ ��
�������� �
��	�	
�� (1.5). B�� 
�&�	
� 
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��������		�� ���
� ��
���� �����
 
������������ 
�����	�� !���, ��� 
�

 	���

������	� ��
�����		�� �

��

���	�� !�	��

 ��� ������-
��	
� �� �
	
����	��� �	���	
� � ������ ����	� �
���	
 ��������	�, 
����� �
�
����	�� �� �� �
���	
, ������ � ��
��	�� �	����, 
���� ���-
�
��� [28]. @����� ��� 
������

������� ������ �������� �����
� ��� 
��
�����	
� 
������� ��
����	
�: 
 

{ } [ ] [ ]
( )( )

.maxmax
1 2

2
1

!&

!
%
$

!#

!
"
 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
ξΦ+ξρ

∂ρ
ρΦ∂

−=− � �
ξ ξ

dUdJ
UU

��   (1.34) 

 
 B�� ����������� ������	���
 #!!���
�	�� ���
��
����	�� 
��-
�
���

 	����		��� ��
����	
� �
������
� ����� �����
 U � �
�� ��	��-
	��� 
������	
� �� �
����� �
��	�
�

���		�� 
�
 �����		�� !�	��
� 
�����
	���  �
����	�� ξ:  {ψ1(ξ), ..., ψS(ξ)}  [155]. 8����,  ����	��
�  �����
 
{ψ1(ξ), ..., ψS(ξ)} = ψ, 
���� 
 

( ) ( ) ( ) tt
T UEUEtU ξ=ψ⊗=ξ 0, ,   (1.35) 

 
��� ?  – ��
	
�	�� ���

�� ��������������� 
����
	���
; 
⊗ – �	�� �
�	���
������� �
�
�����	
�; 

( ) ( )( )U U t U tt N S= �
��

�
��×1, ... , – 
������ �����
 ��#!!
�
�	��� 
������	
� 

�����
� ��
����	
� U. 
 ���������� � (1.34) ��
���	
� ��� �
���� ����
 �
��	�	
� %�" 
 

( )( ) [ ]
[ ] { } [ ] { }

�

,

ρ
∂
∂ξ

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

= − +
�

�
�

�

�
� −

 
"
#

$
%
&
+

+ − − = −

div f
f

f div f f

F F div U S div U

T v T1
2

1
2

0
0 0 0

0

                  (1.36) 

 

 ��
����� �
��������	
� (1.35), 
���� ��������� �
��	�	
� ��	��
-
����	� Ut: 

[ ] [ ] ( )( ) [ ]
( )( )

∂
∂

∂Φ ρ
∂ρ

ρ ρ ξ ξ
ξξU

S div E U d E U d
t

t t
1

0 2 0
21

0− +
 
"
!

#!

$
%
!

&!
=�� Φ .

 
 

8�� ��� 
 

( ) ( )( ) ( )( )( ) [ ]div E U div E div E U E Ut N S
T

t
T

t0 0 1 0 1ρ ρ ρ ρ= =×,..., ,
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��� E0(i) – i-� ������� ���

�� ?0, �� 
� ������	��� �
��	�	
� �������� 
���	������	�� �
��	�	
� ��� ��
�����	
� ���
����	��� �����
� Ut: 
 

[ ] [ ] [ ]
( )( )

,
1 2

0
2

1
1� �

ξ ξ
ξ

∂
Φ∂

=ξρ
∂ρ

ρΦ∂
dUE

U
dE t

t

T                             (1.37) 

 

�&�	
� ����
��� ��������������, 
����� 
� ��	�
��	��� �
�� !�	�-
�

 <2. 
 B���	��&
� �	��
� 
 �
��	�	
� ��		��� ������� � �
������		�� � 
��. 1.3, 1.4 �
������ 	� �

��
� �
��
�
�		�� ����
��
�	�� !�
�� 
!�	��

 ( ) ( ) ( )tDUtUU T ,,2 ξξ=Φ , 
������
�		�� � �. 1.3. 
 O
��	�	
� (1.37) � #��� ������ �

	
���� �
� 
 

( )

( )
( )

,
21

001
1 ��

ξξ
ξ+=ξ

∂ρ
Φ∂

dEDDEUdE TTT
t

T  

������ 

( )

,
1

1
11 �

ξ

− ξ
∂ρ
Φ∂

= dEGUt                               (1.38) 

��� ( )
( )

constdEDDEG TT =ξ+= �
ξ

−

2

00
1  – 
�����	�� �
����

�	�� ���

��. 

 
 "�
���	
� (1.38) ��������� ����� ������ ������	�� � ����� ������ 
��
�	
��	
� 	� �����
 Ut (	��

��
, U Ut ≤ max ) �

 
�����	�� �����
� 
�	���	
�� !�	��

 %�" ρ, !�
�

����� � �
������ 
�&�	
� �
��	�	
� 
��� ρ, ������		���, � ���� ���
���, ������	����� (1.38) � (1.35) 
 ����� – 
� (1.36): 

[ ] [ ] [ ]
( )

[ ] [ ] [ ] [ ]
( )

.
1

1

1
11

1

1
11

0

�

�

ξ

−

ξ

−

ξρ
∂ρ

ρΦ∂
ρ−ρ=

=
!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξρ
∂ρ

ρΦ∂
ρ−ρ=ρ

dEGES

dEGEdivS

T

�
                            (1.39) 

 
 8��
� ��
����, ������ �
	���� ���
����	��� � ������ (1.11) ��
��-
��	
� ����
���, �� ��������, � 
	���


���	
� �
��	�	
� (1.39) � �����-
������ 
���
���
�� ����	�&�	
� (1.38) 
 (1.35) � ���
�
� �� ��
�
	���-
	��� ������� �. 1.3, �
�������� 
�&�	
� ���������	�� �
����� �����
 
��� �
����� �
��	�	
� � ����	��
 �
�
����	��
. H�����
� 	� ������-
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��		�� ��
�
�& � ���
��
����	�� ���
���� � ��		�� ������ �� �
��	�-
	
� � 
�����		�� � �. 1.3, 	������
����� !�
�

���	
� �����
� Ut � 
���&���� �
���	
 ��������	
� 
���
�	
� Z �
����� ����������������, � 

����	�� ���&���� �
���	
, 
�&�	
� �
��	�	
� (1.39). @����		�����
 
������	��� ��������, ��-��
���, ��, ��� �	� �
���������� ����� 
	���
�-
�
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
� � ����	��
 �
�
����	��
, �.�. ��	��
��� � 
���� �� ������, ��� 
 �
��	�	
� E�
���	��
��, �, ��-���
��, ��, ��� 
�&�-
	
� ��		��� �
��	�	
� ��
������ !�	��
� ����	���
 
���
�����	
� ���-
��
� ξ. E����������	�, ��� ��� 
�&�	
� ����� ���� 
���������	� ��� ��-
��������
� ������ 
�&�	
� �
��	�	
� %�" [63, 160], � �������� ��	��� 

� ����
�� – ��� 	�
����� ������ – 
������

� �
��
�
�		�� [63] ����� 
���
���
���

 !�	��

 ρ ��	��	�� 
������	
�� �� ��
��		��� ��&� 
�����
� ψ: 

( ) ,, βψ=ξρ Tt  
 

��� β = β(t) – �����
 ��#!!
�
�	��� 
������	
�, ��
��������� � �
������ 
����	��&��� 
�&�	
�. 
 " #��� ������ !�
�

���	
� !�	��

 ρ ����
��� � 
	���


���	
� 
�
����� ����	���		�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
� ��	��
����	� β: 
 

[ ]
[ ] [ ] [ ]

( )
��

�

ξ

−

ξ

ξ

ξβψβψ
∂ρ
Φ∂

ξβψψ−

−ξβψψ=β

1

1
11

1 dEGdE

dS

TTTT

T�

                            (1.40) 

 
(� ���
�
� �� ���������	�� �
����� �����
 ��� �
����� �����	�� �
��	�-
	
�, ������		�� � �. 1.3 �

 
���������	

 �	����
�	��� 
������	
�). 
@���
�	�, ��� 
�&�	
� �
����� �
��	�	
� (1.40) ����	� ����� ���� 
��-
�
����	� � 
����	�� ���&���� �
���	
 ���
���		��
 ���
��
����	��
 
�
�������
 – 	��

��
, � ��
����� ���
��
���� �

 ��
����	

 ��
��-
	
�� ��+���� 	� ��	��� ������� 
	!�
���

 � 	��
���
�		�� ��
����-

��. 
 B�� �
��	
����	��� �	��
�� 
������

������� ������� � �
����-
��		�� 
�	�� � ����
 �
�	
� ���
��
����	�� ���
�� 
 #!!���
�	���
 
!�
�

���	
� ��
����	
� ��� �
�����	 �
	��� ��
����	
� U 	��
	��	�� 
��+����� (�. 1.3.3): 

( ) .,0
,

0

3

constat
nua
==ξ

++ξ−=ξ�                               (1.41) 

 
��� n– ����� ���������
� &�� � 
	��	�
�	����� Dn;  
	� �

 �����

 	������	
� ��� ������	
� � ������� 
���

���� 
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.
,2

constb
wbz

=
+ξ=

 
 

w – ����� ���������
� &�� � 
	��	�
�	����� DW;  

 �

 ����
� � �������� �

��

� ���
����	���
 ������	��� �

��

�, 
�	����
�	��� 
������
�		��� � �. 1.3.3: 
 

( )[ ]
( )

( )
( )

.,,
0 21

22� ��
ξξ

ξξ+ξξρ−=
t

t
dtdtuDdtJ

 
 

 O�
�����, ��� � #��� ������ ( ) ,, t
TUtu ψ=ξ  ( ) ( ),0 ξψ=ξ TE  

[ ] ( ) ( )[ ] ,,1 ∂ξξρξψ∂=ρ tE  [ ]Φ1 ρ ρ= − , ��
���	
� ��� ���
����	��� �����
� 
��
����	
� �������� � ��������� �
��: 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )[ ]
( )

,,
2

1

12

1

2 ��
ξ

−

ξ
ξξρξψ

∂ξ
∂

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
ξξψξψ−= dtd

D
U T

t

 
 

� ������� 
	��
��� ξ(2) ���������
� � ��
����� �
����	���	���
 !�	��
� 
ψ (��� ��������		� �

 �������	�� !�
�

���	

 «#	�
���
������» ����
 
�

��

� ���
�
���

) 
 ( ) [ ]maxmin1 , ξξ=ξ , ���	������	� 
���� 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }.,,
2

1
maxmaxminmin2

tt
D

Ut ξρξψ−ξρξψ=
 

 
 E
��	
��� ������		�� ��
����	
� � �

����		�� � �. 1.3.3, ������� 
�����
��, ���, 	�����
� 	� ��� ������	�� ��
����
, �	�, ��-��
���, ����-
���� ���	��, ��-���
��, ��������� �

 ��
����	

 ��+����� ��������
�� 

���������	
� �����
� 
���
�	
� z (ρ � ��		�� ������ – %�"), �, � 
�
���
�, ����������� ��������		� ����� �
�����. O
��	�	
� ��� �����
� 
��#!!
�
�	��� 
������	
� β ����	���
 ρ ψ β= T ����� ��
���� �
��� 
 

���� �
� 

( ) ( )[ ]
( )

( )[ ]
( )

( ) ( ) ( ) ( ){ } ,
2

1

,,3,

maxmaxminmin2

0
2

1

2

2

βξψξψξψξψξβψψ
∂ξ
∂ψ

ξβξψψξξψψβ

ξ

ξ

TTTT

T

D
d

dzBaB

−−

−++=

�

��

 

 
��� ��
���	
� ��� �1 ��������� � �

����		�� � �. 1.3.3: 
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( ) ,
2

, 3
2

2
1 ξ

∂ψξ+
∂ξ

ψ∂=ξψ
d

a
D

B
TT

n
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ).
2

1,,
2

2222
0 ξψ

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
βξξψξ−+ξ−−=ξψ �

ξ

TT

W
dbzbz

D
zB

 
 

 B�� �
��	
����	��� �	��
�� ���
� �������� � �
	���� ��
����	
� 
��+����� (1.11) ���� �
�����	� �
���		�� �����

���	
� �
������ 
��
����	
�, 
���
����		��� �	����
�	� – ��� 30 �������
����
� �
�����-


� ��
��	
� ��+���� �

 ��
����
��, �

����		�� � �. 1.3.3, 
 	� �
�-
��		�� 
	��
���� � = [0,100] c. "����
 !�	��

 
������	
� ψ ��� �!�
-
�

���	 
��	�
�	� �����
� ϕ � �. 1.3.3 
� ��
��� ����
�� !�	��
� 
��� 
<�
��, DW = 0,5; b = 0,95; ξmin = -0,5; ξmax = 0,5. '	���


���	
� �
��	�	
� 
��� �����
� β �������������� ������� D�	��-$���� 4-�� ��
���� � &���� 
0,02 �, ���	�� ���	���
 ��
����	
� �
�
����
���� �	����
�	� �. 1.3.3 ��-
��� ��
��	�	
� �� �	������ 
���
���
� �
��	�������	�� �����	�	
� 
������	� ������ �
�����

� �� �
�	
� 
	��
���� ξ(1) � ����	
� �
���	
 �. 
" 
��������� �����

���	
� ���� ����	����	�, ��� �

 �
���
����
  ��
-
	������ ���	���
 ���
� ��
����	
� (���
�
� ���
�&	����� ��������	
� 
����������	
� ��
���		�� ξ � ����		�� ������
 ������
�� ��	�� 2%) �
�-
������ ��+�� �����
 ���
��
���� �

 
���
���

 ������	��� ��
����	
� 
���
��
��� � ~ 7 
�� �

 ��	��
���		�� ���	�&�	

  �
���	
  ���
���-
	
� � ~ 3,3 
���. >�� ��������� ������� ����� � ������	���
 
 #!!���
�-
	���
 �

��	�	
� �
������		��� ������ ��� �
	���� ��
����	
� 
����-
	��
 ��+�����
 	� ��	��� 
���������	
� 
���

����	�� 
	!�
���

 � 
��
����
�� ������	
� ��		�� ��+�����. 
 " �������	
� ��		��� ��
��
�!� 
������

� ������	���� �
	���� 
������	�-���
����	��� ��
����	
� U ��� �

�����	
� ��	��	��� 
��-
����	
� (1.35) (����������� � ����� �� �����	
 ��
�����
� ������-
	
�� �

 �
	���� ����	� ��
����	
�). " #��� ������ �����
� (1.34) 
����	� ���� ���
��	� ��� �������
� ��
���� (��� ����&�� 	�����	�-
��
 �������� ����� ( ) ( )ξ ξ ξ1 2= = ): 

 

( ) [ ]

[ ] [ ]

max � max �

max ,

U U

U
i

i
i

i

ii

J U d

S
U

U U d

− = − ⋅ +
�
�
�

�
�
�

 
"
!

#!

$
%
!

&!
=

= − − +
 
"
!

#!

$
%
!

&!
+

�

�
�
�

�

�
�
�

 
"
!

#!

$
%
!

&!

�

?�

∂Φ
∂ρ

ρ ξ

∂Φ
∂ρ

ρ
∂
∂ξ

ρ
∂ρ
∂ξ

ξ

ξ

ξ

1
2

1
2

Φ

Φ

 
��� 
	���� i �����	 ��� ����	���	
� i-�� �����	�	�� ���������������� �����
�. 



45 

 %	��
� ������		��� ��
���	
� ����������, ��� 
�&�	
� ������-
��		�� �����
 ����
��� � �����
������ ������ ������	
� �����
-!�	��

 
U, 
���
������ �
	
��� ��
�����		��� 
	���
��� 
 

[ ] [ ]� ?
ξ

ξ�
�
�

�
�
�
�

�
Φ+

!&

!
%
$

!#

!
"
 

∂ξ
∂ρ

+ρ
∂ξ
∂

−ρ
∂ρ
Φ∂ dUUUS

i i

i
i

i

i
2

1 . 

 
 �

 #��� 
������ �����
-!�	��
� U ����	� ���������
��� �
����� 
�
��	�	
� >���
� 
 

[ ] 02
11 =Φ

∂
∂−

∂ξ
∂ρ

∂ρ
Φ∂+���

�
���
� ρ⋅
∂ρ
Φ∂

∂ξ
∂− U

Uiii
 

�	� 

[ ] NiiU
Uii

,,02
1 ==Φ

∂
∂+ρ�

�

�
�
�

�
�
�
��

�
�
∂ρ
Φ∂

∂ξ
∂ . 

 
 " �����
	�� !�
�� ��		�� �
����� �

	
���� �
�:  

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�
∂ρ
Φ∂

∂ξ
∂−=�

�
��

�
�
∂
Φ∂

TT

U
12 , 

 

� ����
��� �������, ��� � ����� ������ ��
�����	
� �����
� U �
����� 

�&�	
� 	��
	��	��� �����
	��� �
��	�	
�, �
������������� ����� 	�-
�
����� ���
��
����	�� ������. " ������ ����
��
�	�� !�
�� !�	��

 
<2 
�&�	
� ��		��� �
��	�	
� ����� 	����
��� �	��
�
����
: 
 

( )2 1U T T T

��� = −
�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

∂
∂ξ

∂Φ
∂ρ

ρ , 

�.�. 

U
T

��� = − �
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

1
2

1∂
∂ξ

∂Φ
∂ρ

ρ , 

 
��� !�	��
� ρ ��
��������� 
� 
�&�	
� 	��
	��	��� �
��	�	
�, ������	-
	��� ����� ������	���
 U@�8 � �
��	�	
� (1.36): 
 

[ ]∂ρ
∂

ρ ∂
∂ξ

∂Φ
∂ρ

ρ
t

S div
T

= + �
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

 
"
!

#!

$
%
!

&!

1
2

1 2 . 
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 H������
�� �

 #���, ��� 
 
�	��, �����
��, ��� � ���
��
����	�� 
����
 �
�	
� 
�&�	
� #���� �
��	�	
� ����������� 	�	��	��� ����	��, 
��� 
�&�	
� 
����	��� �
��	�	
� (1.36).  

1.4.3. ���
	�������
� �
�����
� ������
� �	�������� 
��
������������ 
�������� 

 H�����
� 	� ����
�	�� �
�
�������� 
������
�		��� � �. 1.4.2 
���	��� ������	��� ��
����	
� ��
�� ��
�
	���	�� � ����
 �
�	
� ��-
�
��
����	�� ���
��, �������, ��� 	� ��	��, �����
��, ��� ��� 
���
���
� 
���
���	� � 
�&�	
�� 	�
����� «��������» � ���
��
����	�� ��	�&�	

 
�
��	�	
� – 	��
	��	��� 
	���
�-�
!!�
�	�
���	��� �
��	�	
� � ����-
	��
 �
�
����	��
 �
�� (1.39). " ����
 � #�
� �
���������� �
���
��-
��
� 
	��
�� �
	��� ��� 	� ���
����	��� ������	��� ��
����	
�, � �����-
�
����	���, 	� !�
�

������ 	� ��	��� 
�&�	
� ����	���		�� �
!!�-

�	�
���	�� �
��	�	
�. 
 $�� ��� ���� ������	� ��&�, � ����������� ����&
	���� �
��-
�
����
� ������� �	��
�� 
 �
	���� �������
����
� �
���� 
����������� 
����������� ���
���
���
� ~ρ , �������
������ �
������� ����
��
�� 
����� ���	����� ���	
��	
� 
 ��+���� ���
��
����	�� ���
�� 
 ��-
��������� �����
 ������ ������

�
	��� ���	
��	
� � 
	���


���	
� 
�
����� ����	���		�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
� ��
����
�� 
����	���
 (1.8): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

, , , , , , , , ;

, , ;
T

W

f t u t K t Z H t G P Z t u t

HK t P t D t

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∂ξ ξ
∂ξ

−

� �= + + − = +� �

=

� � � � � � ��

� �
�

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

2

, ,
, , , ,

, ,
, , ,

T
T T

W

T T

f t f t
P P P f t f t K t D t K t

u t u t u uP P G P t P P

∂ ξ ∂ ξ
ξ ξ ξ ξ

∂ξ ∂ξ
∂ ξ ∂ ξ ∂ ∂ξ

∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ

= + + − +

+ + = + +

� �
� � � �� � �

� �
�

� � � �

 

 
��� ( )1,..., Nξ ξ ξ=
� � �

 – �����
 ������

�
	��� �������
������� ��
��	
�; 

ikPP =  – ������

�
	�� ����

��
�		�� ���

��. 
 E����� 
�����		��� � �. 1.4.2, �
������
� ����� �����
 u � �
�� ��-
	��	��� 
������	
� (1.35). 
 "�
�� ����, ��� ����	��&�� 
�&�	
� �����
 �
���������� ���
��

 
� � � � � � 
 � �  ��
����
�� %�" ~ρ , ��, 
�������� �����		�� ��&� � �. 1.1 
�
��
�� �
���
�����	
� ���

�� � � �������������
� �����
, � ����� 
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�

����	
� 3, 
 ��
����� �
��������	
� (1.35), �
���
����� �

����		�� 
��&� �
��	�	
� ��
����
�� ~ρ  � ��
	�� �����
	�� !�
��: 
 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0

*

0 0
2

2 3

*

0 0
3

, , , ,

, ,

, , , ,

, ,

t

v v
t t

v
t

G R Z t E U

E E
P G P t P E U E P U

G P t G P U

E E
G P P E E P

ξ ξ ξ

∂ ξ ∂ ξ
ξ

∂ξ ∂ξ

ξ ξ

∂ ξ ∂ ξ
ξ

∂ξ ∂ξ

∧

∧

= +

� � � �
� � � �= + ⊗ + ⊗ =
� � � �� � � �

= +

� � � �
� � � �= ⊗ + ⊗
� � � �� � � �

� � ��

� �
�� � �

� �

� �
�

� �

 

( )0E∂ ξ
∂ξ

� �
� �
� �� �

�

�  – �����		�� � �

�. 3 ���
��
� ��
�
����	�� �������������	�� 

��
��

�	���

 ������ ����	�� ���

�� 0E∂
∂ξ
� ; 

( ) *

0E∂ ξ
∂ξ

� �
� �
� �� �

�

�  – ���
��
� !�
�

���	
� ����	�� ���

�� ����� ��
�����-

	
� �� ������ 
� �������������
� ��
�� 
����	�� ���

�� 
(�

�. 3). 

 ������		�� �
��	�	
� ��������� ���
���� ��� 
��&

�		��� ���-

��
� ��
����
�� 
( )v

Y
P

ξ
=
�

 ����	���
 ~ρ  ��� ���
�
����� �� 
������� ���-

��
� ��
����	
� Ut � ��������� �
����� !�
��: 
 

( )
( ) ( )

( )
( ) .

,
,,

0
3

0

2

1
ttv GUGU

YG
YE

tYG
tZYG

Y +=+=�                         (1.42) 

 
 '����� 
� 
�����		���, ������ �
	���� ������	�-���
����	��� 
��
����	
� ��+����� (1.1) ���	������	� �!�
���

��� ��� ������ ��
��� 
�����
� Ut, �������
������� ���
��� !�	��
�	��� J (1.11) �

 �����

, 
��� �����
 ��
����
�� Y ����	���
 ( )Y,~ ξρ , ���
���
�

����� !�	��
� 
%�" �����
� ������	
� ξ, ��
�������� �
��	�	
�� (1.42). 

 B�� 
�&�	
� ��������		�� �����
 
��������� ��� �� 
�����	�� 
!���, ��� 
 
�	��: �

 	���

������	� ��
�����		�� �

��

���	�� !�	�-
�

 ��� ��������	
� �� �
	
����	��� �	���	
� � ������ ����	� �
���	
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��������	�, ����� �
�
����	�� �� �� �
���	
, ������ � ��
��	�� �	����, 

���� ����
��� [28]. @����� ��� 
������

������� ������ �������� ��-
���
� ��� ��
�����	
� 
������� �
��	�	
�: 
 

{ } [ ]

( )

( ) [ ]
( )

.,~
maxmax

21

2
1

!&

!
%
$

!#

!
"
 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
ξΦ+ξ

∂
ξρ∂

∂ρ
ρΦ∂

−=− ��
ξξ

dUdY
Y

YJ
UU

��

 
 

 ���������� � (1.43) ��
���	
� ��� �
���� ����
 �
��	�	
� (1.42) 
 
��
����� �
��������	
� (1.35), 
���� ��������� �
��	�	
� ��	��
����	� 
Ut: 

( )
( )

[ ]
( )

.0
~

21

020
1 =

!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξΦ++ξ
∂
ρ∂

∂ρ
Φ∂

∂
∂

��
ξξ

dUEGUGd
YU tt

t
 

 
 '� ��		��� �
��	�	
� �������� ���	������	�� �
��	�	
� ��� ��
�-
����	
� ������
����	��� �����
� Ut: 
 

( )
[ ]

( )
��

ξξ
ξ

∂
Φ∂=ξ

∂
ρ∂

∂ρ
Φ∂−

21

0
201

~
dUE

U
Gd

Y t
t

,                          (1.44) 

 

�&�	
� ����
��� ��������������, 
����� 
� ��	�
��	��� �
�� !�	�-
�

 <2. 
 B���	��&
� �	��
� 
 �
��	�	
� ��		��� – ������
����	���, �����-
�� � �
������		�� ��&� ���
����	�� �
������ 	� �

��
� �
��
�
�	-
	�� ����
��
�	�� !�
�� !�	��

 ( ) ( ) ( )tDUtUU T ,,2 ξξ=Φ . 
 O
��	�	
� (1.44) � #��� ������ �

	
���� �
� 
 

( )

( )
( )

,
~

21

00
1 ��

ξξ
ξ+=ξ

∂
ρ∂

∂ρ
Φ∂

− dEDDEUGd
Y

TTT
t                        (1.45) 

 
������ 

( )

,
~

1

11
* �

ξ

− ξ�
�
��

�
�
∂
ρ∂

∂ρ
Φ∂

−= d
Y

GGU
T

T
t  

 
��� ( )

( )

constdEDDEG TT =ξ+= �
ξ

−

2

00
1

*  – 
�����	�� �
����

�	�� ���

��. 
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 "�
���	
� (1.45) ���������, ��� 
 �
����, ����� ������ ������	�� � 
����� ������ ��
�	
��	
� 	� �����
 Ut (	��

��
, U Ut ≤ max ) �

 
�-
����	�� �����
� �	���	
�� ����������� !�	��

 ~ρ , !�
�

����� 	� ��-
	��� 
�&�	
� �
��	�	
� (1.42) ����� ������	���
 � 	
� ��
���	
� (1.45): 
 

( )
�

ξ

− ξ�
�
��

�
�
∂
ρ∂

∂ρ
Φ∂⋅−=

1

~
11

*0 d
Y

GGGGY
T

T�  .                            (1.46) 

 
 8��
� ��
����, ������ �
	���� ������
����	��� � ������ (1.11) 
��
����	
� ����
���, �� ��������, � 
	���


���	
� �
����� �
��	�	
� 
(1.46) � ����������� 
���
���
�� ����	�&�	
� (1.45), � ���
�
�, 	��

-
��
, �� ��
�
	���	��� ���
����	��� �������, �
�������� 
�&�	
� ����-
�����	�� �
����� �����
 ��� �
����� �
��	�	
� � ����	��
 �
�
����	�-
�
, 
�
 �� ������	�-���
����	���, �

�������� � 	������
����
 
�&�-
	
� 
	���
�-�
!!�
�	�
���	��� �
��	�	
� � ����	��
 �
�
����	��
. 
 @���
�	�, ��� ��
��		�� ����� ��
����	
� ����� ���� ����� 
��-
�
����	 � 
����	�� ���&���� �
���	
 ��������	
� 
���

����	�� 
	-
!�
���

, 	��

��
, � ��
����� ���
��
���� �

 ��
����	

 ��
��	
�� 
��+���� 	� ��	��� ������� 
	!�
���

 � 	��
���
�		�� ��
����
��. 
 
���
� 4. B�� �
��	
����	��� �	��
�� 
������

������� ������� � 
�
������		��
 
�	�� � ����
 �
�	
� ���
��
����	�� ���
�� 
 #!!���
�-
	���
 !�
�

���	
� ��
����	
� ��� �
�����	 �
	��� ��
����	
� U 	��
-
	��	�� ��+����� (1.41): 
 

( ) ,;0
;

0

3

constat
nua
==ξ

++ξ−=ξ�

 
 

��� n – ����� ���������
� &�� � 
	��	�
�	����� Dn;  
�

 �����

 	������	
� ��� ������	
� � ������� ���� �� 
���

���� 
 

,
;2

constb
wbz

=
+ξ=

 
 

w – ����� ���������
� &�� � 
	��	�
�	����� DW;  

 �

 ����
� � �������� �

��

� ���
����	���
 ���������� ������	��� 
�

��

�: 
 

( )[ ]
( )

( )
( )

� ��
ξξ

ξξ+ξξρ−=
t

t
dtdtuDdtJ

0 21

.,, 22
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 O�
�����, ��� � #��� ������ ( ) ( ) ( )ξψ=ξψ=ξ T
t

T EUtu 0,, , 

[ ]Φ1 ρ ρ ρ= − ,~  – ����������� ����	����, �����
 ��
����
�� Y
P
ξ

=
�

 ����
�� 

��
�������� �
��	�	
��
 
 

( )
( )

3 2

1

2 2

,

, 2 ,

6 2 ,

T
t

W

T

n W t

a K z b U

K K P Pb D

P a P D KD K P U

ξ ξ ξ ψ

ξ ξ

∂ψξ
∂ξ

−

= − + − +

= =

= − + − +

� � ��
� �

�� �

 


�
  � !�
�� (1.42): 

,0 tGUGY +=�  ( )3 2

0 2 2
,

6 n W

a K z b
G

a P D KD K

ξ ξ

ξ

− + −
=
− + −

� �

�  

,
2

T

TG
P

ψ
∂ψ
∂ξ

=
�

 
 

��
���	
� ��� ������
����	��� �����
� ��
����	
� �������� � ������-
��� �
��:  
 

( ) ( )
( )2

1

2

1 2
2

T
tU d P

D ξ

∂ψψ ξ ψ ξ ξ ψ
∂ξ

−
� �
� �= ×
� �� �
� �  

( )( )

( )
1

2

2

2

1 .......... exp
22

2

P
d

PP

P

ξ

ξ ξ

ξ ξ
ξ

π
ξ ξ

−
� �−� �× −
� �
� �−

�

�

�

�
. 

 
 ������� 
	��
��� ξ(2) ���������
� � ��
����� �
����	���	���
 
!�	��
� ( ) [ ]maxmin1 ,: ξξ=ξψ , ���	������	� 
����: 
 

( )
( )max

min

2

2
2

1 2 exp .
22 2

2

tU P d
PD P P

P

ξ

ξ

ξ ξ
ξ ξ∂ψψ ξξ ξ∂ξπ

− � �−� �= −− � �
� �

�

�
�

��
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 E
��	
��� ������		�� ��
����	
� � �

����		��
 ��&�, ������� 
�����
��, ��� �	�, ��-��
���, ��������� �

 ��
����	

 ��+����� �����-
���
�� 
���������	
� �����
� 
���
�	
� � 
����	�� ���&���� �
���	
, 
�, ��-���
��, ����������� ��������		� ����� �
�����. 
 F������� ��&�
�����		��, 	������
�� �����
�	���, ��� 
�������-
��	
� �

����		�� ��&� ������		�� ��
���	���	�� �

��

�� ������
-
�� 	� ������ ��
���
 � 
������
�	
� 	�
����� ������ ������ �
	���� 
�������
������� ��
����	
�, 	� ����� ��
����
�� ���� 
 ������	���� 
�

	�
�
���	��� 
�&�	
� ��		�� �����
. R���� ����, �	
��
����	���� 

���������		��� �

 #��� ����
��� ���


 ��
����	
� �
������
 � 
��-
�
�����		��
 ��
����
��
 ��������� 
�&
�� 	� ���� 
��
�����		��� 
������� 
�� �
��
� ���	�� ����� ���


 �������
����
� �
����, 
������-


������ � ���������
� 
������� �	
�
. 
 

1.4.4.  �	
�����
��
� �	�������� 
�����
� 
� ��
	��������
� ��������
� 

 "�� �
������
� ����
��	
� ������

�
	��� ��
����	
� ���
 ��	�-
��	� 	� �
��
�
�		�� ������	

 �� 
�����	�� ��
����
� �
���� ����
 
��
��������� ��+����. " �� �� �
��� � 
��� �
���
����
� ����� ��

�
	�� 
�	�	
� ��
����
� ��+���� ����������� ������ ���
��	
����	��, ��� �

-
���
� � 	������
����
 ��	��
���		�� �
��	
���

 �
������� 
��	�
!
-
���

 (���	�
) ������	
� ��+���� 
 ��
����	
� 
�. $�� 
�����	�, �� 	�-
�������� �
���	
 �

	�
�
���	�� 
�&�	
� �����	�� �����
 ����������� 
[163, 147]. 
 B����	
����	�� �����
	����� 
������
�		��� ��&� ������� ����-
���� �� 	��������	�� ��������������, ��� � ��� 
���������	
�� ������� 
�����
�� 
������ 
�&�	
� ��		�� �
������. D������

� ��� ���
��	�. 

����� ��+���, ��� 
 
�	��, 	���������� �
��
�
�		�� 	��
	��	�� 
��&����		�� 
���

�����  

tWtHZ +ξ= ),( , 
 

��� Z –  �����
 �����	�� �
�	���� 
���

����, 
�(ξ,t) –  
�����	�� 	��
	��	�� �����
-!�	��
�, 
Wt – ��	�


���		�� ����� ���������
� �����
-&�� � ���

��� 
	-
��	�
�	���
 DW (t). 

" ����� �
�� ��
�������� ��+��� � 	���
�����		�� ��
����
�� 
���	� �
������
�� ��� 

),,(),( tVtU ξ+ξ=ξ�  

��� V(ξ,t)  – 	�
�����	�� (
 ���������� 
��	�
!
���

 �� ������	
�� Z) 
�����
-!�	��
�, ��
��������� !
�
����
�
 ���������
 ��+��-
��, 

U(ξ,t) – �
	���

����� �����
-!�	��
� ��
����	
�. 



52 

@���
�	�, ��� �

 �����	�� �����	���� �
������ ��	�
���	�� 

��� 
�
��� ����
 �

��

��, ��
�������
� �������� 
��	�
!
���

 
 
�
�����	
� � #!!���
�	���
 ��
����	
�. " �
�� ������	��� ��
����
� 	�-
�����	
�, � ����� ��

�
	�� 	���
�����		���
 ��
����
� ��+����, ����-
����
��	� � �������� ���
�
�

����� �

��

��, ��-�
��	���, ���

��� 
�������
����
� �

��


, ���
���
� � ����� ������ �� ������

�
	�� 
����	���
 ��
���	���
  ),( tξρ 	����������� �����
� ������	
� ξ (
, ����-
����		�, �����
-!�	��
� U 
 V). 

�

 
�&�	

 �����
 ��
���� #���� – �����
 
��	�
!
���

, 
����� 

� !
�
������� ������ ������	��, � �������� 	�
����� �������	�� !�
�� 
�
	
�
�

������ !�	��
�	��� J ��������
��	� 
����������� ���
�
�	�� 
�������	���� ���� !�	��
�	����, ���
�
���
� ��
���� 
� ����
��: 

[ ] ,),(11 �
ξ

ξξρΦ= dtJ  ����	� �������
�� �
	
��� 	���
�����		���
 (���-

�
����	�� 
	!�
���
�	����) 
��	�
!
�

������ �����
�ξ , ���
��� 
[ ] −ξξΦ= �

ξ
dtVJ ),(2 �
	
��� «#	�
���
�
» (� ����������

 � �

	�
��� 

<�
��) 
��	�
!
�

����� �
�����, �.�.  
 

[ ] [ ] ξξΦ+ξρ= �
ξ

dtVt�J }),(),({ 21 . 

 
" ����������

 � 
�����		�� 
�	��, !�	��
� <1 ���	� ���

��� ��� 

��
� !�	��
�	��� #	�
��

 S�		�	� ( )ρρ−=Φ ln1  
�
  <
&�
� 

�
�

�

�
�
�

�

�
��
�

��
�

ξ∂
ρ∂

��
�

��
�

ξ∂
ρ∂ρ−=Φ

Tlnln
1 — ��� 	��������� «
	!�
���
�		��» !�	�-

�
�	����, � <2 – � �
�� �����
������ – ����
��
�	��, «#	�
���
������» 

!�
��, ����		�� 	� ������� 
	��
���� �
���	
: [ ]�� Φ==Φ
t

t

t

t

T dtVVdtV
00

*
22 . 

" ����
 � #�
� � ���	������	�� �����	���� 
���������� ������ 
��	�
!
-
���

 �!�
���

��� ��� ������ �
	���� �����
� V, �������
������� �
	
-
��� !�	��
�	��� 

 

                                    
[ ] [ ]� ��

ξξ
ξΦ+ξρ=

t

to

dtdVd�J ,*
21                                    (1.47) 

 
��
�����		��� 	� �	������� 
�&�	
� 
�����	��� 
	���
�-�
!!�
�	-
�
���	��� �
��	�	
�, ��
��������� %�" ),( tξρ  �
������ ξ: 
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{ } [ ] [ ] { }ρ+−ρ=ρ−+ρ+−=
∂
ρ∂ )()( 0 VUdivSFFVUdiv
t

.           (1.48) 

 
" �
�� 	�
����	���
 �����
����	�� ��
�����		���
 
	!�
���
-

�		�� !�	��
�	����, � ����� «#	�
���
������» ������������ <2 �

-
��

� J (1.47), ��� 
�&�	
� ��������		�� �����
, ��-�
��	���, 
�����-
���� ��� !���, ��� �

 	���

������	� ��
�����		�� �

��

���	�� 
!�	��

 ��� ��������	
� �� �
	
����	��� �	���	
� � ������ ����	� 
�
���	
 ��������	�, ����� �
�
����	�� �� �� �
���	
, ������ � ��
��-
	�� �	����, 
���� ����
��� [28]. " ��		�� ������ #�� �

���
� � ���-
������� �����
�: 

( ) [ ] =
!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξ���
�

���
� Φ+ρ⋅

ρ∂
Φ∂

−=− �
ξ

dVJ
VV

*
2
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[ ] [ ]
!&

!
%
$

!#

!
"
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�
�

�
�
�
�

�
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!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξ∂
ρ∂+ρ

ξ∂
∂

−
ξ∂
ρ∂+ρ

ξ∂
∂

−ρ
ρ∂
Φ∂−= � ? ?

ξ
dVV

V
u

u
S

i i i
i

i

i

i
i

i

i
V

*
2

1max , 

 
��� 
	���� i �����	 ��� ����	���	
� i-�� �����	�	�� ���������������� 
�����
�. 

%	��
� ������		��� ��
���	
� ����������, ��� 
�&�	
� �����
 
����
��� � �
������ ������	
� �����
-!�	��

 V, 
���
������ �
	
��� 
��
�����		��� 
	���
��� 
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!
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−
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i
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i
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�

 #��� 
������ �����
-!�	��
� V ����	� ���������
��� �
����� 
�
��	�	
� >���
� 

[ ] 0*
2

11 =Φ
∂
∂−

ξ∂
ρ∂⋅

ρ∂
Φ∂

+���
�

���
� ρ⋅

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂− V

viii  

�
 

[ ] .,,0*
2

1 NiiV
vii

==Φ
∂
∂+ρ�

�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂

 
 

" �����
	�� !�
�� ��		�� �
����� �

	
���� �
�: 
 

ρ⋅�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=�

�
�

�
�
�
�

�

∂
Φ∂

TT

V
1

*
2 ,                                 (1.49) 
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� ����
��� �������, ��� � ����� ������ ��
�����	
� �����
� V �
����� 

�&�	
� 	��
	��	��� �����
	��� �
��	�	
�, �
������������� ����� 	�-
�
����� ���
��
����	�� ������. " ����	�� ������ ����
��
�	�� !�
�� 
!�	��

 *

2Φ  
�&�	
� �
��	�	
� (1.49) 	����
��� �	��
�
����
: 
 

( ) ,2 1
��� ρ�

�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=

TTTV  

�.�. 

,
2
1 1

��� ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=

T
V

 
 

��� !�	��
� ρ ��
��������� 
� 
�&�	
� ��� 	��
	��	��� �
��	�	
�, ��-
����		��� ����� ������	���
 V��� � �
��	�	
� (1.48): 

 

[ ] [ ] ).()(
2
1

1
21 ρ−ρ=ρ−
!&

!
%
$

!#

!
"
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂+ρ=

∂
ρ∂ UdivSUdivdivS
t

T
     (1.50) 

 
H���
�����		�� �� ���	��	

 #���� 
��	�
!
���

 !�	��
� ��
��-

��	
� U(ξ,t), �������� � �
���� ����� �
��	�	
� (1.50), ����� ����� ���� 
�!�
�

���	� � 
���������	
�� �������, �	����
�	��� ��&�
�����		�-
��. �

 #��� ����
 ���
�
�

����� (�
	
�
�

�����) !�	��
�	���� 
��������������, 
����� 
� �����		����� ��	�
��	�� 
�&����� �����
. 
8��, ���
 «#	�
���
������» ����� �

��

� ���
����	���
 ��
����	
� 
���	� ��������, ��������� �
��	
�
 ����
���	
��
, � !�
�� 

[ ]� �
ξ

ξΦ
t

t
ddtU

0

*
2 , �� ���
�� ��� ����� 	������
�� ���

���, 
����� 
� 

!�	��
�	���	�� �
�����	
� � ��
��������� �
������. (8
�
�	��
 �

-
��
��
 ���
� �
�����	
� ����� ����
�� �
�����	
� � �
	
���� �����	�-
	
� �� ����		�� �	���	
� �������
������� ��
��	
� �
������, ��� �
�-
��
�

 
�
 �
��
� ��
���	���	�� ��
����

��
�.) " #��� ������ (��. �. 
1.2) � ����� �
�� �

��

� ���
����	��� ��
����	
� ����� ���� �
��-
������	 ��� 

[ ] [ ]� � �
ξ ξ

ξΦ+ξξρξΦ= ,),(,
0

*
23

t

t
y ddtUdtJ                    (1.51) 

 

 ������ �
	���� ���
����	��� ��
����	
� U(ξ,t) ����� ���� �!�
���

�-
��	� ��� ������ ��
��� �����
-!�	��

 U, ������������ �
	
��� (1.51) 
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	� �	������� !�	��
�  ),( tξρ , ���������
���
� 
�&�	
� (1.50). 8�� ��� 
��		�� ������ � ���	����� �� ����	���	
� ��������� � ��&��

����		��, 
�� 
 ����

�� �� 
�&�	
� ����������� ��� ��. �����
�� �
��	
� ���
�-
��	
�, �

���
� � �
��	�	
� ��� ���
����	��� ��
����	
� U(ξ,t), �	���-
�
�	��� (1.49): 
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*
2 ρ�

�

�
�
�

�
���
�

���
�
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�
�

�
�
�
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�
�		��� ������ ����
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�
���
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���
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���U 3
2
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 @���
�	�, ��� � #��� ������ !�	��
� %�", ��
��������� ��� ��-

���	
� ���  ��� U���(ξ,t), ��� 
 ��� V���(ξ,t), �������� 
�&�	
�� �
��	�	
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!
%
$
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!
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ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂+ρ=

∂
ρ∂

2
31

23
1

2
1

2
1][

T

T

divS

divS
t

.                      (1.52) 

 
�

 #��� � ���
��
����	�� ����
 �
�	
� 
�&�	
� �
��	�	
� (1.52) 

����������� 	�	��	��� ����	��, ��� 
�&�	
� 
����	��� �
��	�	
� (1.48).  
" ����
&�	
� 
��������	
� ��������		�� �����
 ���	� �����
�� 

�����		���
 !�
�

���	
� ��
����	
� U ��� ������, ����� ��
����	
� 
����� ���� �!�
�

���	� ������ � !�	��

 �����
� 
���
�	
� Z (	� 	� 
�����
� ������	
� ξ). B�����
����	�, ���
 �

 ��
����	

 ���
�-�
�� 
���	����
����
� �
������� 
����

���	
� �������������� �� ��� ��
�-
���
�� ������	
� – �����	
�, �����
���
�, 
������ 
������� ���� 
 �
. 
��� 
� 
���
�	
�, �� �

 ��
����	

, 	��

��
, ��������	�� ����
����, 

����

���	
� ��
��	
� ������	� ������ 	� ��	���	

 
���
�	
� ��
�-
��		�� ��� ������	
� – ����� �

�	���

, ���
���
 ������ 
 �
. 	��
��-
�
�		�� ��
����
��.  

" ����
 � #�
� ���	
���� ������ �
	���� �����
� ��
����	
� U ����-
�� � !�	��

 �����
� Z �

 ���
�	�	

 �����		�� ��&� �
��������	
� � 
��
����
� ��+���� 
 	���������� (������ ��	�� ���
� �� ��	�&�	
� � 
��� 
��������		���). 
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E����� �
��	
� 
�������	
��, �
	
�
�

����� �

��

� � ��	-
	�� ������ �!�
�

��� ��� ���:  
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*
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t
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��� ��� ������	� 
����	��� �
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� U = U(Z,t). 

�
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�  %�" (1.50) 
���� �
�: 
 

[ ] ,][),(),(][ 11 USttzUdivS
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�&�	

 ����
��� ����� ���� 
���������	� ����
���	
�, �

����	-
	�� ��&�. 

B�� �	��
�� ������	���
 �
���
������� �

��	�	
� 
��
�����		�-
�� ������� 
������

� �������
� �

��
. 
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���
� 5. @�+���, ���������� �
��	�	
�� � �
���� ������ 
V(ξ,t) = –ξ3 
 
������ ��
����	
��  U(ξ,t) 

 
),,(),( tVtU ξ+ξ=ξ�  

 
	���������� 
���

�����, ��
�������� �
��	�	
�� 
 

tWZ +ξ= 25,1 , 
 

��� Wt – ����� ���������
� ��	�


���		�� &�� � 
	��	�
�	����� DW. 
H����������, ����
��� �
� �
���� ����
 �
��	�	
� ��+���� apriori 

	�
������	, 	������
�� �
	���

����� ����� !�	��
� V, ����
�� ������-
�
���� �� � �����
� ����	� �
���	
 ����
��� 
	!�
���

 � ������	

 
��+����, 
 ��
����	
� U, �������
������ �

 #��� �
	
��� �����	�	
� 
��� %�" ρ  �� 	�
�

���		�� ����������� N(0,1;ξ) ],[ ∞−∞∈ξ∀ . " ������-
�� ��
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	!�
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������

� !�	��
�	�� S�		�	�, ����� � �������-
���
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);3,0;1,0(),( 0 ξ=ξρ Nt ��� ������� Z(ti), ������		��� � 
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���		�-
�� �����

���	
� �
��	�	
� ��+���� 
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�
����
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 #��� � ���&���� �
���	
 ��-
������	
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���

����	�� 
	!�
���

, �.�. ��� ������� �
���		��� &��� 
�����

���	
� ti). �� ���	��	

 �
���	
 �����

���	
� 
	���
���	�� 
����
��
�	�� �����	�	
� %�" )(ξρ �� �
������� N(0,1;ξ) ������
�� ����� 
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~0,08 – ��� #�� ��������� ������� ����� � ������	���
 #!!���
�	��� 
�-
��������	
� �
������		��� ������� ����� 
 ��� ��
����	
� ��+�����
 � 
��

�
	� 	���
�����		�� ��
����
��. 

1.5. �	
��� �����
��� ����
��
	� 
� ��
�
� 
�
�����	�
�� ��
��	�
���
 ���
	
�
	� 

 ���
�� 
������
�		��� ��&� ������� � �
	���� ������

�
	��� –
�����	���, ��
����	
�, ����� ���� 
������
�	� 
 �
��
� ��

�	�� �
	��-
��, ���

���
��� 	� �

	�
�
���	� 
	�� 
���� 
 ������� ��
����	
�. 
D������

� 	
�� ��
	 
� 	
�.  
 $�� 
 
�	��, 
�������� ����� ��
�������� �
	��
����
� ��+���, 
��
�������� �
������ �
��	�	
� 
 

[ ] [ ]ntftutf ,),(, 0 ξ+ξ+ξ=ξ� ,  ( ) 00 ξ=ξ t ,                 (1.54) 
 


 	���������� 	��
	��	�� 
���

����� 
 

,),( wtHz +ξ=                               (1.55) 
 

���   ξ – N-��
	�� �����
 ������	
� ��+����; 
u – N-��
	�� �����
	�� !�	��
� ��
����	
�; 
n – r-��
	�� �����
 &���� ��+����; 

f, f0 – 
�����	�� 	��
	��	�� �����
	�� 
 ���

�	�� !�	��

 �������-
������
� 
����
	�����; 

z – q-��
	�� �����
 �����	�� �
�	���� 
���

���� ��
����
�� ��-
����	
� ��+����; 

H – q-��
	�� 	��
	��	�� �����
-!�	��
� 	������	
�;   
w – q-��
	�� �����
 �����
 
���
�	
�. 
S���  w(t)  
 n(t)  ��
������ �����
 ���������
�
 � 	������
 ����-

���
����
�
 ��
��	
��
, ��� ��� [1] 
 

{ } )()()()( τ−δ=τ ttKwtwM w
T , 

 
{ } )()()()( τ−δ=τ ttKntn	 n

T . 

 
" ����	��&�� ����� �
����������, ��� ����	���� ( )[ ]0tξρ  
�����	� 
 

�������� 	�
����	�� �� �
��	
� 0ξμ  
 ����

��
�		�� ���

��� 0ξD . 

" 
���������� ������ ��� ���
����	�� ���	��� ξ~  ����� ��	
���� 
���	�� �� �

��

� ����
���� ������

�
	�� ��
���	���
 ρ �
������ ξ, 
��� �

 �����	�	

 �
��������	
� � ����������
 n 
  w �
����� [63] ��� 
��
�����	
� ξ~  
�&�	
� �����
 �
	
�
���

 ����
��
�	��� !�	��
�	��� J� 
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( )[ ] ( )[ ]+μ−ξμ−ξ= ξ
−
ξξ 000 0

1
02

1 tDtJ T
�

 
 

[ ] [ ]� &%
$

#"
 +ξ−ξ−+ −−

kt

t
n

T
w

T dttntKtntHtztKtHtz
0

)()()(),~()()(),~()(
2
1 11 .   (1.56) 

 
�

 ����������
� �������� � 
�&�	
� ����� ���	
��	
� ����	� 

�
������������, ��� � 
���������� ������� u = 0  [63, 147]. @�	���, � �
�� 
�����	���
 
������

������ �����
 ����� ��
����, ��� 0≠u  
 �!�
���
-

��� ������ ������������ �
	���� ��
����	
� ��+����� (1.54), 	����-
������� 
���

����� (1.55), ��� ������ �
	
�
���

 	�����
��� ����		�-
�� 	����� !�	��
�	��� J
: 

[ ] ,,,~

0

� ξ=
kt

t

 dttuQJ

     
                              (1.57) 

 
��� Q – ����		�� 	��
	��	�� !�	��
�. 

'����� 
� 
�����		���, ������ �
	���� 
������� �����	��� ��
����-
	
� ��+����� (1.54) 	� �
���		�� 
	��
���� [ ]kttt ,0∈  ���	������	� 
�!�
���

��� ��� ������ ��
�����	
� �����
� u, !�
�

������ 	� ��	��� 

���������	
� �����
� 
���
�	
� (1.55) 
 ���
����	��� � ������ (1.57), 
�

 �����

 ��	��
���		�� ���	�
 �����
� ������	
� ��+����, ���
����-
	�� �� �

��

� (1.56). 

B�� 
�&�	
� �����
 ���
����	��� ���	
��	
� 
 �
	
�
���

 !�	�-
�
�	��� (1.56) �

 ��
�	
��	
��, ���������� �
��	�	
��
 (1.54) ��
��-
	
� ��+����, ������������� �

	�
��� ����
���� 
 �!�
�

��� ���
��-
��	
�	 [63] 

( ) [ ] [ ]+ξ−ξ−=λξ − ),~(),~(
2
1,,,~ 1

* tHzKtHztuH w
T

 
 

{ }ntftutfnKn T
n

T ),~(),~(),~(
2
1

0
1 ξ+ξ+ξλ++ − ,              (1.58) 

 
��� λ – �����
 ���
���		�� ��
���		��.  

8���� �
����� ���
���		�� �
��	�	
� [63, 147], ��
��������� 
�-
&�	
� �����
 ���
����	�� ���	�
 �����
� ������	
� ��+����, 
���� �
�: 

 

ξ∂

∂
−=λ ~

*
TH� ,      

λ∂
∂

=ξ *~ H�                                      (1.59) 
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�

 �
�	
�	�� �����
��: 
 

{ }000
~)(~ ξ=ξ=ξ Mt ,   .0)( =λ kt                               (1.60) 

 
E����� [63] 
 ����������� 	������
��� �
���
�����	
� � (1.59), ��-

������ ���������	�� �
����� ������ 
 

( ) ),~(,,~),~(),~(),~(),~(~
100 tutftfKtftutf T

n ξ+λξ=λξξ−ξ+ξ=ξ� ,             (1.61) 
 
 

( ) ( ){ }
( ) ( ) +λ

ξ∂
ξ∂−λ

ξ∂

ξ∂
−ξ−

ξ∂
ξ∂

=λ −
~

,~
~

,~

,~
~

,~
1 tutf

tHzK
tH TT

w
T

�
 

 

( ) ( ) ( ) ( )λ
ξ∂
ξ∂−λξψ=λ

ξ∂

ξ∂
ξλ+ ~

,~
,,,~

~
,~

,~2 0
0

tutz
tf

Ktf
TT

n
T ,               (1.62) 

 
��� f1, ψ – �������������
� �����
	�� !�	��

, � 	�����	��
 
 ��	��-
	��
 �����
��
 (1.60). 

B���	��&�� 
�&�	
� �����
 �
	���� �����	��� ��
����	
� �����
� � 
��
��� ��
����	
� u, �������
������� ����
��� �

��

� J
 (1.57) �

 
��
��	

 �����
� ������	
� �
	��
������ �
����� �
��	�	
��
 (1.60) – 
(1.62).  

@���	��
� �����
 Α=ααα T
s...21 , ��� ( ) ( ) ( ){ }ξαξαξα ~,...,~,~

21 s  – 
�
����� �	�����
	�� !�	��
�, �
������
�, ��� 
 
�	��, ���
���
���
� 
�����
� ( )tu ,~ξ  � �
�� 

( ) ( ) uuEtu E
T Α=Α⊗=ξ,~ , 

 
���  T

nsnss uuuuuuu ............ 1221111= , 
 

E – ��
	
�	�� ���

�� 
����
	���
 n×n, ( ) ( )?
=

ξα=ξ
s

j
jiji tutu

1

~)(,~
 – i-� ���-

��	�	� ( ni ,1= ) �����
� u, ��#!!
�
�	�� ����
��� ��
������� ��	�
��-
	�� ���	
����
� ��
����

��
�
 ��
��������� �
��	�. 

8���� ��
���	
� (1.61),  (1.62) ����� ���� �
��������	� � �
��: 
 

( ) )()~(,,~~
1 tutf E ξΑ+λξ=ξ� ,                                   (1.63) 
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( ) ( )[ ]
λ

ξ∂
ξ∂

−λξψ=λ
T

E tu
tA

tz )(~
,~

,,,~� .                             (1.64) 

 
@���
�	�, ��� ����
!
�� («���������	����») ��		�� �
��	�	
� � 

�

	�
�� 	� ��������� 
����������� ����������
� �
��
�
�		�� ����-
�� ���


 ���
����	��� ��
����	
� ��� ��
����	
� ��+����� (1.63), 
(1.64). B�� ������	���
 
�&�	
� �����	�� �����
 ������ ����� �����
-
!�	��
� ϕ, �����, ���  

),(~ tλϕ=ξ . 
 

" #��� ������ �
�
����	�� �� �
���	
 �����
� 
~
ξ  ���	�� ������	
� 

��+����, �����������		�, ����� 
���� �
�: 
 

.),(),(~

dt
dt

t
t

dt
d λ

λ∂
λϕ∂+

∂
λϕ∂=ξ

 
 

O�
����� ����	�&�	
� (1.63), (1.64), ���
&�� �
��	�	
� �����
-
!�	��

 ϕ, #��
����	�	�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
�� ���
���		�� 
�
����� (1.63), (1.64), �������
� ��
����: 

 
 

( ) 001
~,, ξ=λϕ�

�

�

�
�
�

�

�
λ

ϕ∂
Α∂

−ψ
λ∂
ϕ∂−Α+=

∂
ϕ∂ tuuf
t

T
E

E .         (1.65) 

 
%	��
� ������		��� �
��	�	
� ����������, ��� ����
� 
�&����� ��-

���� ����
��� � ��
��� ���
����	��� ��
����	
� u(t) ��+�����, ��
��-
������ �����
	�� �
��	�	
�� � ����	�� �
�
����	�� (1.65) (�

 ��� 

�&�		�� ������ ���
����	��� ���	
��	
� ��� �����
� ������	
�), �

 
��������� �
�	�!�
���

 �
�� ���
�
�

������ !�	��
�	��� J
 (1.57): 

 

[ ]� ϕ=
kt

t

 dttuQJ

0

,, . 

 
�����	���� 
 
�&�	
� �����	�� �����
, ����� ��
����	
� �����
��-

���� � ������ �����
-!�	��
�, 	� ���
���
� �� �
���
�	����		�� ���
�
-
	�� ��+���� ϕ(t), ��
��������� ����
�
	��	��
 �
!!�
�	�
���	��
 
�
��	�	
��
 � ����	�� �
�
����	�� �� �	��
�
 	����
�
���
 ��
���	-
	��
, 
�����	� � [163]. F��
&�� ��� 
������
�		��� ������ ���
����	
-
�	 [163] 
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�
∗λ

λ
�
�
�

�

�
�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
λ

ϕ∂
Α∂−ψ

λ∂
ϕ∂−Α+Λ+−= duufQH

T
E

E
T

1
* , 

 

��� Λ = Λ(
λ∂
ϕ∂

,ϕ,u, t) - �����
 ���
���		�� ��
���		�� 
����
	���
 N, ��-


��������� 	� ��	��� 
�&�	
� ��������� �
����� �
!!�
�	�
���	�� 
�
��	�	
� � ����	�� �
�
����	�� [163], ���
���		�� � (1.65):  
 

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
λ

ϕ∂
Α∂−ψ

λ∂
ϕ∂−Λ

ϕ∂
∂−

λ∂
ψ∂Λ−=

∂
Λ∂ T

ETT uf
t 1 .                 (1.66) 

 
 
I
�	
�	�� �����
� �

 #��� ����� 
���� �
� [163]: 
 

( ) .0,~)( 00 =Λξ=ϕ ktt  
 

B���	��&�� 
�&�	
� ��������		�� �����
 �������������� �	���-
�
�	� [163]. 8��, � ��������
� ��
�	
��	
� 	� ��
����	
� ����	 ���
����-

	��� ��
����	
� ����� ���� 	����	 
� �����
� ����
�	�
	���
 0
*
=

∂
∂

u
H , 

�.�. 

( ) ,0

*

=λ
&
%
$

#
"
 

⊗λ⊗�
�
�

�
�
�

ϕ∂
Α∂

λ∂
ϕ∂Λ+ΑΛ+

∂
∂− �

λ

∧
dI

u
Q

s
ET

E
T

  (1.67) 

 
��� Is – ��
	
�	�� ���

�� 
����
	���
 s×s; 

⊗
∧

 – �
���� ����	��� �
�
�����	
� ���

�, 
������ 	����
������		� ����� ���� ������	 ����	 ���
����	��� 
��
����	
� ( )tu ,,,opt λϕΛγ= . @���
�	�, ��� �
� ����	� uopt ��
�������-
�� �
��� ���
�
����
 ����	���
���	�� !�	��

 Q �� ��
����	
� u.  

D����

�� ��&�
�����		��, ���	� ������� ����� � ���, ��� ���	-
������	�� 
�&�	
� ��������		�� �����
 � ����� ������ �����
� � ��
�-
����	

 ����	� ���
����	��� ��
����	
� ( )tu ,,,opt λϕΛγ=  
� �����
	�-
�� �
��	�	
�, �	����
�	��� �
��	�	
� (1.67), 
 ������������ �������-
	��� 
�&�	
� �
����� ���
���		�� �
��	�	
� � ����	�� �
�
����	�� 
(1.65), (1.66). 8�� ��� 	� �����	�&	
� ��	� ���	��� 
�&�	
� ���
� ����� 
	� ����������, �� 	� �
���
�� ����	� 
����������� 
���
�	�� �
���-
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��
� ������	
� �

��
��		��� 
�&�	
� [163], �����		���
 �

��	�-
	
� ����
�� ��� 
����������� ������ 
������
�	� 	
��. 

�
�
�����


��� ������	���� 
���������	
� �
������		��� 
������� � �
	���� ���
����	��� �����	��� ��
����	
� 	� ��������� 
�

��
�. 


���
� 6. D������

� 	��
	��	�� ��+���  
 

nu ++ξ=ξ cos� ,  0)( 0 =ξ t ,                           (1.68) 
 

	���������� 
���

����� 
 

wz +ξ= ,                                              (1.69) 
��� ξ – ������	
� ��+����;  

u – ��
����	
� ��+�����; 
z – �����	�� �
�	�� 	����������; 

w, n – ����� ���������
� &��� � 	������
 �
��	
�
 
 ��
	
�	��
 
�
���
�
��
.  

$

��

� ���
����	��� ��
����	
� (1.57) ����
�� � ��������� 
�
��: 

[ ]� +ξ=
kt

t



u
dtuJ

0

2min .                                       (1.70) 

 
 B�� 
�&�	
� �����
 ���
����	��� ��
����	
� ��+����� (1.68), 
(1.69) �
����

����	� 	����� ���	�� 

~
ξ  ��� ������	
� ξ, ���
����	�� �� 

�

��

� ����
���� ������

�
	�� ��
���	���
. B�� #���� ������ � 
��-
����
�	
� �
	
�
�

����� �� 

~
ξ  !�	��
�	��  

 

( )� ��
�

��
� +ξ−=

kt

t
� dtnzJ

0

22~
2
1

                            (1.71) 

 

 ���
&�� �������������
� ���
����	
�	 
 

( ) ( )nunzH ++ξλ++ξ−= ~cos
2
1~

2
1 22

* , 
 

��� λ – ���
���		�� ��
���		��. 
E
����� ���
���		�� �
��	�	
�, ��
��������� 
�&�	
� �����
 ��-

�
����	��� �� �

��

� ���	
��	
� (1.71) ������	
� ��+���� (1.68), 
(1.69), 
���� � ����������

 � [63] �
�:  
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( ) ,,,~~cos~ utfu +λξ=+λ−ξ=ξ�  
 

( ) ( ) .~,,,~
~

~sin~
ξ∂

∂λ−λξψ=
ξ∂

∂λ−ξλ+ξ−=λ utzuz�               (1.72) 

 
" ���
���
���

 �����
� ( )tu ,~ξ  �
��� ���	�� 
������	
� s ����
�� 


��	�� �
��: 

u t
u t
u t
u t

u�
t(~, ) (~) (~) (~)

( )
( )
( )

ξ α ξ α ξ α ξ α= ⋅ =1 2 3

1

2

3

. 

 
B�� ������	���
 ������������ �
	���� ���
����	��� �� �

��

� (1.70) 
��
����	
� ������ ����� !�	��
� ϕ (1.66) 
 ��
����� �� ���
���		�� 
�
��	�	
� (1.72) ��+���� � �
��	�	
�� � ����	�� �
�
����	�� �
�� (1.65): 
 

( )cos sin
T

T
t tu z u

t
ϕ ϕ αϕ λ α ϕ λ ϕ λ

λ ϕ
� �∂ ∂ ∂= − + − − + −� �∂ ∂ ∂� �

.         (1.73) 

 
" #��� ������ !�	��
�	�� J
 (1.70), ���
�
�

����� �� ut, ����� 


���� �
�: 

( )� ��
�

��
� α+ϕ=

kt

t
t

T

 dtuJ

0

2
, 

 
� ���
����	
�	, �����������		�, �
�: 
 

( ) +α−ϕ−=∗ 2
t

T uH  
 

( ) λ
�
�
�

�

�
�
�

�

ϕ∂
α∂λ−ϕλ+ϕ−

λ∂
ϕ∂−α+λ−ϕΛ+ �

λ
duzu t

T
t

T

*

sincos . 

 
@����� 	� ��	���	

 ��
���	
� ��� ��
�����	
� ���
����	��� 

��
����	
� (1.67) �������� ����� 
��
�&����� ��	��
����	� �����	�	-
��� �����
�uopt  �
	��	�� �
����� �����
�
����
� �
��	�	
� 

 

( )���

*

1 .
2

T
T T Tu d

λ

ϕ αα α α λ λ
λ ϕ

 $∂ ∂= Λ +" %∂ ∂# &
�
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E��
���		�� ��
���		�� Λ(
λ∂
ϕ∂

,ϕ,u, t) �

 #��� ����� ���� ��
���-

��	� 	� ��	��� 
�&�	
� �
!!�
�	�
���	��� �
��	�	
� � ����	�� �
�
�-
���	��, ���
���		��� � (1.73):  

 

�
�
�

�

�
�
�

�
−λ

ϕ∂

α∂−ϕλ
λ∂
ϕ∂Λ=

∂
Λ∂ 1cos

2

2
tu

t .                       (1.74)  

 
I
�	
�	�� �����
� ��� �
����� �
��	�	
� (1.73), (1.74) 
���� �
� 

[163]: 
 

0)( 0 =ϕ t ,   
( )

00 =
λ∂

ϕ∂ t
,  ( ) 0=Λ kt ,   ( ) 0=λ kt . 

 
D�&�	
� ��������		�� �
������ ����� ����
��� � 
�&�	
� ������-

���	�� �
����� �����
 ��� �
��	�	
� � ����	�� �
�
����	�� (1.73), 
(1.74). " ��		�� ������ ����	� ����	���	� 
���������	
� �

��
��		�� 
������� 
�&�	
�, � �������� ��	��� 
� ����
�� 
������

� ����� ���-
����
�. D�����
� !�	��

 ϕ 
 Λ � 
�� �� 	�����
�� �
����� �
��	�
�
-

���		�� !�	��
� �����
	��� �
����	��: 

 

( ) ( ), ( )
N

T
i i

i
t a t aϕ λ ϕ λ ϕ= =? ; 

 

( ) ( ), ( )
N

T
i i

i
t b t bλ ϕ λ ϕΛ = =? , 

 
���     N – �
��� ���	�� 
������	
�, ���

����� 
� ����
��
��� ����� 

	������
��� ���	����� 
 ��+���� ���
��
����	�� ���
��; 
( )φ λ  – �����
 �
��	�
�

���		�� !�	��
� �����
	��� �
����	�� λ; 
ba,  – �����
� ��#!!
�
�	��� �������������
� 
������	
�. 

" #��� ������ 
�&�	
� ����
��� � 
�&�	
� ���������	�� �
����� ��-
���
 
	���


���	
� �
����� ����	���		�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�-
	
� [163]. E ����
 �
�	
� �
���
������ 
���
���

 
	���


���	
� ����� 
�
����� ����������� �	��
����	� �
���, ��� 
	���


���	
� (1.73),  
(1.74) [163].  

B���	��&�� 
�&�	
� �
����� �����
 ���� ������	� �
���		� ����-
��� D�	��-$���� 4-�� ��
���� � &���� 0.01� 	� 
	��
���� t∈ [0;100]c. B�� 
�

��
��		��� �
��������	
� !�	��
� ϕ 
 Λ 
������������� 
������	
� 
<�
�� 3-�� ��
����. K����

����
�� �����
 ������	� ���
����	��� ���-
	
��	
� �

 ��
�	�� ����		�� ����	�� ��
����	
� (�
	��	��, ����
��
�-
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	�� 
 #����	�	�
���	��) 
 �����	�� ������ ���
����	��� ���	
��	
� 
 
���
����	��� ��
����	
�. @��	�� ���	���
 ���	
��	
� ������	
� ξ(t) 
��+���� �
�
����
���� �� ���	��	

 �
���		��� 
	��
���� �����

���-
	
� 
 �
���
����
 ���� ��
	����� ��� ���� �������. @�	���, �

 ����
� 
���
����	��� ����	� ��
����	
� �	���	
� !�	��
�	��� J
 ���� �
	
-
����	�� (���������� ��
���� 70% �� ������	�� �	���	
�).  

>��, � ���� ���
���, ��
������������ � ���, ��� 
���������	
� ������ 
������� ��������� �����
�� 	� ������ �

	�
�
���	�� 
�&�	
� �����
 
�
	���� ���
����	��� ��
����	
� �
	��
����
� ��+����� �

 �����

 
��	��
���		��� ��������	
� ���
����	��� ���	
��	
� ��� �����
� ��-
����	
�, 	� 
 ��������
�� ��� #!!���
�	�� �
���
������ 
���
���
�. 

 
1.6. �
�����	���	���
�� ���	����
�� 
����
��
	� �����
��	�	 �	������	 

" ����
&�	
� �
������ 
��������	
� �
������ �
	���� �������
��-
����� ��
����	
� �
	��
����
�
 �
������
 
������

� ����� �� 
	��-

��	�� ������ ��� 
��
������ ��
����	
�, ���
����	��� � ������ �
��� 
	�������
� �

��

��. E������ �����
��, ��� �
������ �	����

��

���-
	�� ���
�
���

 �
	��
����
� �
���� �� 	��������� �
���	
 	� �����
-
�� ������ �

	�
�
���	��� 
��
�&�	
�. �
���
����
 ��
	����		�� ���-
����� � !�
�

���	
� ���
����	��� �	����

��

���	��� ��
����	
� 
��� 
 �������� �
	��� ������	��� 	� ��	��� �

��

�, ��
�����		��� ���-
��� ����		�� �

��

�� �� ���
�
 �������
 ��#!!
�
�	���
 [147]. 8�� 
��� ����
 ��		�� ��#!!
�
�	��� �������� ����� �
�������, ��� �

��-
�
� � ��������	� ������� 
���������	
� ������ ������� 	� �
���
��, �� 
��
��  �������, �������
����
� ���
�
���
� �
	��
����
� �
���� �� 
����		��� ��	��	��� �	������� �

��

��, �������� ��	�� 
� 
	��
��	�� 

 �������	�� ����� ���


 ��
����	
�, 
�&�	
� ����
�� �
���������� 	� 
������ �
���
����
�, 	� 
 ��������		�� ���
��
����
� 
	��
��. " ����
 � 
#�
� 
������

� ��
	 
� ������	�� �����  
�&�	
� #��� �����
, �

�	-
�

���		�� 	� ���
�
���
� �������
����
� �
���� ������ �
��, 
����-
����		�� 
�	��: 

 
( ) ( ) ( )ntftUtf ,,, ξ+ξ+ξ=ξ 0� ,                                   (1.75) 

 
���U – 
������ �����
 ��
����	
�. 
 ��
�� �����
� U �������������� 
� �����
� ���
�
���

 (����� – 
�
	
�
���

) �������	���
 (�����
�) �

��

�� { }Ni JJJJJ ,,,,, 21 ……= , 
��� iJ – ����	�� (������	��) �

��


 ���
�
���

. " 	�
����� ����� 
������ �

��


 NiJi ,1, = , ���
���, � �
�� �������
������� ��
����
� 
�
����� (1.75), 	� ������ �� �����
� ������	
� ξ, 	� 
 ��� ����	���
 
��-
�
�����	
� ρ, ��
�������� � ��		�� ������ �
��	�	
�� <�$: 
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( )( )

[ ]{ } { } [ ].ρ+ρ−=ρ+

+
&
%
$

#
"
 

ρ�
�
�

�
�
�

ξ∂
∂

++−=
∂
ρ∂

SUdivffdivdiv

f
f

Ufdiv
t

T

VT

00

0
0

2
1

2
1

                              (1.76) 

 
 <�
�� �
	
�
�

����� ��
���	���	�� �

��

�� iJ , � ���
�
��-
��
 �� �����		����� �
����� (1.75) 
 ��
����
� 
�&����� �����
, ����� 
���� �����
 
���
�	��
. 8��, 	��

��
, ��� ��������	
� ����������	
� 

����

������ �
������ ξ � ����		�� �
������ [ ]maxmin* ,ξξ=ξ  ��
��� 
�����
� ���
����	���
 ����� ���� �!�
���

���	�  � �
�� �
�����	
� 
�
	
���� ��
���	���
 ����������	
� �����
� ������	
� ξ �	� 
	��
���� 

ξ*: ���
∞

ξ

ξ

∞−ξ
ξρ+ξρ=ξρ−=

max

min

*

dddJ 11 ; ��� ��������	
� �
�������� �������� 

�
������ (����
����	��� �

��
��	
� ��� ��
���	���	�� ��
����

��
� 
� ����		��) ���
�� �����
� ����� ����  ����	� ��� �
�����	
� �
	
����  
�����	�	
� ����	���
 
���
�����	
� ρ �
������ ξ �� ����		�� g:  

( ) ;2
2 �

∞

∞−
ξ−ρ= dgJ ;2 �

∞

∞−
ξ−ρ= dgJ �

∞

∞−
ξ���

�
���
�
ρ

ρ= dgJ ln2  (�

��

� $�����-

��) 
 �.�.; ��� ����&�	
� 
	!�
���
�		�� ��
����

��
� 
 ��
����
� 
�
������ ξ �
����  �����
� ���
����	���
 ��������
��	� �������� ��� ��-

���
� �
	
���� ��� 	���
�����		���
 (#	�
��

): �
∞

∞−
ξρρ−= dJ ln3  (�

-

��

� S�		�	�), �
∞

∞−
ξ�

�
�

�
�
�

ξ∂
ρ∂

�
�
�

�
�
�

ξ∂
ρ∂ρ−= dJ

Tlnln
3  (�

��

� <
&�
�) 
 �.�. 

@���
�	�, ��� � ������		�� !�
�� ����������
� ��
���	���	�� �

��-



  iJ  ���	� �
������
�� ���  

( )[ ]�
ξ

ξξρξΦ= dtJ ii ,, , 

 
��� <i – 
�����	�� 	��
	��	�� !�	��
� �����
	��� �
����	��. 
 8��
� ��
����, 
����	�� �������	���� �

��

�� J � ����� ������ 
�

	
���� �
�: 
 

[ ] [ ] [ ]
!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξρξΦξρξΦξρξΦ= � � �
ξ ξ ξ

dddJ N ,,,,,, …21 ,                   (1.77) 
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� ��������		�� ��&� ������ �	����

��

���	�� ���
�
���

 ����� 
���� �!�
���

���	� ��� ������ �
	���� �����
� U, ������������� �
	
-
��� �������	���
 !�	��
�	���� (1.77), ����������
� 	� �	������� 
�-
&�	
� ρ �
��	�	
� (1.76). 
 B�� ������	���
 
�&�	
� ��������		�� �����
 �
������
� �����
 

U � �
�� ���
�
�	�� ����
 N �����
�� ?
=

=
N

i
iUU

1
, ��������
� ��������-

���� ��
�����	
�. 
 E
	��� �������	���
 �����
�� { }NUUU ,,, 21 …  ��������
� ����� � 
�
��  �������������	��  N-&������ �
�����
�, ��������� � ���������. 
H� 1-� &��� �
�����
� �
�
����
� !�
�

���	
� �����
� U1,  ������-
������� �
	
��� !�	��
�	��� J1, �

 #��� �����
� ( ) ( )tUtU N ,,, ξξ …2  
��
������ ��	����
�
�� � !�	��
�� �
���� ����
 �
����� (1.75), 	���-
�
���
� ��	� �� ��
����	
� U1. �� ����
&�	

 �
	���� ���
����	��� 
�����
� U1, ��� ��	� ���
������ �� �����
�� ξ, U2,..., UN, 	� 2-� &��� �
�-
����
� !�
�

����� �����
 ��
����	
� U2 
� �����
� �
	
���� !�	�-
�
�	��� J2, �

 #��� ��� ������	�� �����
� Ui ��-�
��	��� ��	������ � 
!�	��
��, 	����
���
� �� 
������� 	� ��		�� &��� ��
����	
�U2. �� 
!�
�

���	

 �����
-!�	��

 ( )tUUUU N ,,...,, 322 ξ=  	� 3-� &��� ���-
����������� �
	��� ��
����	
� U3, �������
������� ���
��� !�	��
�-
	��� J3, 
 �.�. �	����
�	� ��&�
�����		���. 
 D������

� ��
��		�� �
�����
� ����� ����� ���
��	�. 
 �

 #��� ����� 
���� � �
��, ��� �

 �
	���� 
����	�� �
	��
��-
��
� �
���� ���
�� 
������
�		�� �

��

��, 
�&���
� ������ ����
-
��	
� ����		�� �
�����	
� � �
	��
�� ������	
� �
�����, �

 !�
�

�-
��	

 �����
� ��
����	
� ������, ��� ���� ������	� 
�	��, �

��

�, �
-
	
�
���
� ����
��� �������
���� �
	
��� «#	�
���
�
» ��
����	
� � 
�
�
�����	�� �����
� ����	� �
���	
 
 ����
�� ����� ���� ���
��	 � 
����� �
�� � ��������� !�
�� (��� �
�
�����	��� i-�� &��� �
������	-
	�� �
�����
� ���
�
���

): 
 

( )[ ]� �
ξ

ξξΦ=
t

t
iUU dtdtUJ ii

0

, , 

 
��� iUΦ  – 
�����	�� 	��
	��	�� !�	��
� (���

����� � ����������� 

����&
	���� ������� ����
��
�	��: i
T
iU UUi =Φ ). 

 8����, � ����������

 � 
�����		��, 	� 1-� &��� �
�����
� �
	��-
�� 
������� ��
����	
� �����
 U1 	������
�� ���

��� 
� �����
� �
	
-
���� !�	��
�	��� 
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[ ] [ ]� ��
ξξ

ξΦ+ξρξΦ=
t

t
U dtdUdJ

0
1 111 , ,                            (1.78) 

 
��
�����		��� 	� �	������� 
�&�	
� ���������� �
��	�	
� <�$: 
 

[ ] [ ] ( )ρ−�
�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ=

!&

!
%
$

!#

!
"
 

ρ�
�
�

�
�
�
�

�
+−ρ=

∂
ρ∂ ??

==
1

22
1 UdivUdivSUUdivS

t

N

i
i

N

i
i .           (1.79) 

 
 " �
�� �����
����	�� ��
�����		���
 
������
�		�� ��&� ��
�-
��	���	�� !�	��
�	����, � ����� «#	�
���
������» ������������ 1UΦ  
�

��

� J (1.78), ��� 
�&�	
� ��������		�� �����
 ����� ����� 
�������-
���� ��� �� !���, ��� 
 
�	�� – �

 	���

������	� ��
�����		�� �

��-


���	�� !�	��

 ��� ��������	
� �� �
	
����	��� �	���	
� � ������ 
����	� �
���	
 ��������	�, ����� �
�
����	�� �� �� �
���	
, ������ � 
��
��	�� �	����, 
���� ����
��� [28]. " ��		�� ������ #�� �

���
� � 
���������� �����
�: 
 

( ) [ ]

[ ] [ ] ,max

maxmax

!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξ�
�

�

�
�
�

�

�
Φ+

�
�
�

�

�
�
�

�

ξ∂
ρ∂+ρ

ξ∂

∂
−�

�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ

ρ∂
Φ∂

−=

=
!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξ���
�

���
� Φ+ρ

ρ∂
Φ∂

−=−

� ??

�

ξ =

ξ

dUU
U

UdivS

dUJ

U
i ii

N

i
i

U

U
UU

i
i

11
1

2

1

1
1

1

1
1

1
11

��

 
 
��� 
	���� i�����	 ��� ����	���	
� i-�� �����	�	�� ���������������� 
�����
�. 
 %	��
� ������		��� ��
���	
� ����������, ��� 
�&�	
� ������-
��		�� �����
 ����
��� � �����
������ ������ ������	
� �����
-!�	��

 
U1, 
���
������ �
	
��� ��
�����		��� 
	���
��� 
 

[ ] [ ]� ??
ξ =

ξ�
�

�

�
�
�

�

�
Φ+

!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξ∂
ρ∂+ρ

ξ∂

∂
−�

�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ

ρ∂
Φ∂

dUU
U

UdivS U
i ii

N

i
i i

i
11

1

2

1
1 . 

 
 �

 #��� 
������ �����
-!�	��
� U1 ����	� ���������
��� �
���-
�� �
��	�	
� >���
� 
 

[ ] 01
1

11
1 =Φ

∂
∂−

ξ∂
ρ∂

ρ∂
Φ∂

+���
�

���
� ρ

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂− U

U U
ii i

 



71 


�
 

[ ] NiU
U U

i i

,, 101
1

1
1 ==Φ

∂
∂+ρ�

�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂ . 

 
 " �����
	�� !�
�� ��		�� �
����� �

	
���� �
�: 
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=�

�
�

�
�
�
�

�
∂

Φ∂ TT
U

U
1

1

1 ,                                   (1.80) 

 

� ����
��� �������, ��� � ����� ������ ��
�����	
� �����
� U1 �
����� 

�&�	
� 	��
	��	��� �����
	��� �
��	�	
�. " ����	�� ������ ����
��
�-
	�� !�
�� !�	��

 1UΦ  
�&�	
� �
��	�	
� (1.80)  ����� 	����
��� �	�-
�
�
����
: 

( ) ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=

TTTU 1
12 ��� , 

�.�. 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=

T
U 1

1 2
1

��� ,                                  (1.81) 

 
��� !�	��
� ρ ��
��������� 
� 
�&�	
� ��� 	��
	��	��� �
��	�	
�, ��-
����		��� ����� ������	���
 ���1U  � �
��	�	
� <�$: 

[ ] [ ] �
�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ=�

�
�

�
�
�
�

�
ρ−

!&

!
%
$

!#

!
"
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂+ρ=

∂
ρ∂ ??

==

N

i
i

N

i
i

T
UdivSUdivdivS

t 2
1

2

21
2
1 . (1.82) 

 
 O
��	�	
� (1.81), (1.82) ����
&��� 1-� &�� (#���) �
	���� 
������� 
��
����	
�, ����� ���� 	��
	����� �
�����
� 2-�� &��� – ��
�� ���
����-
	��� �����
� U2 
� �����
� �
	
���� �

��

� J2 
 

[ ] [ ]� ��
ξξ

ξΦ+ξρξΦ=
t

t
U dtdUdJ

0
2 222 ,  .                            (1.83) 

 
 " �
�� �������	
� ��
����
 �
��	�	
� (1.82) 
 

[ ] [ ] ( )2
3

1
2

1 UdivUdivSUdivS
t

N

i
i

N

i
i ρ−�

�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ=�

�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ=

∂
ρ∂ ??

==  
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 �
��	�	
� (1.79), � ����� �

��

�� (1.78) 
 (1.83), ����
�	�, ���  �����
 
U2 ����� ���� �!�
�

���	 � 
���������	
�� �������, ������������ � 
�

����		��. 8.�. ������ 2-�� #���� – ������ �
	���� ���
����	��� ��
��-
��	
� ( )tU ,ξ2 , ����� ���� �!�
���

���	� ��� ������ ��
��� �����
-
!�	��

 U2, ������������ �
	
��� (1.83) 	� �	������� !�	��
� ρ(ξ,t), 
���������
���
� 
�&�	
� (1.82). 8�� ��� ��		�� ������ � ���	����� �� 
����	���	
� ��������� � ��&��

����		��, �� 
 ����

�� �� 
�&�	
� ���-
�������� ��� ��. �����
�� �
��	
� ���
���	
�, �

���
� � �
��	�	
� 
��� ���
����	��� ��
����	
� ( )tU ,ξ2 , �	����
�	��� (1.80): 
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=�

�
�

�
�
�
�

�
∂

Φ∂ TT
U

U
2

2

2 , 

 
������ ��� �
��
�
�		��� ������ ����
��
�	�� !�
�� 2UΦ  
����: 
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=

T
U 2

2 2
1

��� .                                     (1.84) 

 
@���
�	�, ��� � #��� ������ !�	��
� ����	���
 ρ, ��
��������� ��� ��-

���	
� ��� ��� ( )tU ,��� ξ1 , ��� 
 ���  ( )tU ,��� ξ2 , �������� 
�&�	
�� 
�
��	�	
� 
 

[ ]

( ) ( ) .�
�
�

�
�
�
�

�
ρ−

!&

!
%
$

!#

!
"
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
� Φ+Φ

ρ∂
∂

ξ∂
∂+ρ=

=�
�
�

�
�
�
�

�
ρ−

!&

!
%
$

!#

!
"
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂+ρ=

∂
ρ∂

?

?

=

=

N

i
i

T

N

i
i

T

UdivdivS

UdivdivS
t

3

2
21

3

22
1

2
1

2
1

                 (1.85) 

 
 B�		�� �
��	�	
� ����� ���� ��-�
��	��� ���
��	� � �
��, ���-
������
� � (1.79) 
 

[ ] [ ] ( )ρ−�
�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ=�

�
�

�
�
�
�

�
ρ−ρ=

∂
ρ∂ ??

==
3

4
2

3
2 UdivUdivSUdivS

t

N

i
i

N

i
i , 

 
��� ��������� �
��	
������ �
�����
� �
	���� �����
� U3, ���
����	��� 
�� �

��

� J3, ������������ �� !�
�� � �

��

��
 J1, J2, �	����
�	� 
��&�
�����		���. R���� ����, � �
�� ����
�	�� 
	��

�	�	���
 ��
����-

� �
��	�	
� <�$ � 	���
� i &��� �
�����
� (
, �����������		�, !�
�
-
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������ ��
����	
� Ui), ����

�� �
	���� ������	�� �����	�	��� – ���-
��
�� U4,...,UN, ����������� ���	����� ���������
� � 
������
�		�� 
��&�. >��, � ���� ���
���, ��������� ���
���� i-� �����
 ��
����	
� Ui, 
���
����	�� �� �

��

� Ji, �	����
�	� (1.81), (1.84) ��� 
 

ρ�
�

�
�
�

�
���
�

���
�

ρ∂
Φ∂

ξ∂
∂−=

T
i

iU
2
1

��� , 

 

 ���	������	� 
������ �����
 U � �
�� 
 

ρ
�
�
�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
Φ

ρ∂
∂

ξ∂
∂−= ?

=

TN

i
iU

12
1 .                                  (1.86) 

 
 <�	��
� ����	���
 
���
�����	
� ρ, ��� ��
���������, ������-
���
��� � #��� ������ ��� �
��	�	
� 
 

[ ]
!&

!
%
$

!#

!
"
 

ρ
�
�
�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
Φ

ρ∂
∂

ξ∂
∂+ρ=

∂
ρ∂ ?

=

2

12
1

TN

i
idivS

t
,                     (1.87) 

 

	���


���	
� ����
��� ����
&��� �
����� 
�&�	
� ��������		�� �
�-
�����. 
 "��	�� �
�
��������� �
������		��� ������� ����������� ��� 
��� !���, ��� �

 
������
�	

 ��������		�� �
������ � ����� ����� 
������ – ������ �
	���� �������������� �	����

��

���	��� ��
����	
� 
U, 
�&�	
� �����
 �������� ���	� ���
� ��. B�����
����	�, �

 	������-
	

 �����
� ������	
� ξ � ������� 	��
	��	��� 
���

���� 
 

( ) WtHz +ξ= , , 
 

�
��	�	
� ����	���
 
���
�����	
� ��
�������� ��� �
��	�	
�� E�
���-
	��
��, ����
�� � �

	���� ��&� ����	���	
�� ����� ���� ���
��	� ���: 

{ } [ ] [ ]ρ−+ρ+ρ−=
∂
ρ∂

0FFSUdiv
t

, 

���  

( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) .,,

,,,,

ξξρξ=

ξ−ξ−−=ξ=

�
∞

∞−

−

dttFF

tHZDtHZtFF W
T

0

1
2
1
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8�� ��� !�	��
� F(ξ,t) �� U 	� ���
�
�, ��, ����	���� [ ] [ ] [ ]ρ=ρ−+ρ ASFFS 0 , 

�

���
� � �
��	�	
� { } [ ]ρ+ρ−=
∂
ρ∂

ASUdiv
t

, �
���� ����� ����
��� ��	�-

�
����	� 
������� �����
� U 
���� �� �� ��
����
�, ��� 
 � �
��	�	

 
(1.76).  @���
�	�, ��� �����	��  �������	
� �������
���� ����

�� �
	-
���� �����
� U, ���	����� ���������
� �  �

����		�� ��&�, – ������-


�
	�� ���
����	�� �����
 ��
����	
� ��
��������  ��
���	
�� 
(1.86), � ������

�
	�� ����	���� ρ – �
��	�	
�� (1.87), ��� ������ 
!�	��

 S[ρ] 
����������� !�	��
� S�[ρ]. H� � ��		�� ������

�
	�� 
������ 
	��
��	� �����
�� �����	
����	�� �����		���
 �
	���� ��
��-
��	
� U, ���	
����
� � �
����

, ����� ��
����	
� ����� ���� �!�
-
�

���	� ������ � !�	��

 �����
� 
���
�	
� Z (	� 	� �����
� ������-
	
� ξ). (�

 ��
����	

, 	��

��
, ��������	�� ����
����, ����� 
���-
�

���	
� ��
��	
� ������	� ������ 	� ��	���	

 
���
�	
� ��
���	-
	�� ��� ������	
� – ����� �

�	���

, ���
���
 ������ 
 �
. 	��
���
-
�		�� ��
����
��). 
 " ����
 � #�
� ���	
���� ������ �
	���� �����
� ��
����	
� U 
������ � !�	��

 �����
� Z �

 ���
�	�	

 �����		�� ��&� �
��������-
	
� � ��
����
� ��+���� 
 	���������� (��	�� ����� �����	���� �����
 �� 
��	�&�	
� � ��� 
��������		��). 
 @���
�	�, ��� � #��� ������ �
��	�	
� %�" 
���� �
�: 
 

[ ] ( ) ( )[ ] [ ] [ ] ( )?
=ξ∂

ρ∂−ρ=
ξ∂
ρ∂−ρ=ξρ−ρ=

∂
ρ∂ N

i
iAAA tzUSUSttzUdivS

t 1
,,, . 

 
 E����� �
��	
� 
�������	
��, i-� �
	
�
�

����� �

��

� Ji � 
��		�� ������ �!�
�

��� ��� ���: 
 

( )[ ] [ ]�� Φ+ξξρξΦ=
ξ

t

t
iUii dtUdtJ i

0

,, , 

 
(��� ��� ������	� 
����	��� �
��������	
� ( )U U Z ti i= , ), �

 #��� ��-
���
� �
	
���� !�	��
�	��� Ji �

��� �����������		� �
�: 
 

( ) ( )
!&

!
%
$

!#

!
"
 

Φ−ξρ
∂ρ
Φ∂

−=− �
ξ

iU
i

U
i

U
UdJ i

ii
�� maxmax . 

 
 '� ������	��� �������� �
��	�	
� ��	��
����	� 
������� 

( )U Z ti ��� , : 
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[ ]
�
ξ

ξ
∂ξ
∂ρ

∂ρ
Φ∂

=
∂

Φ∂
d

U

U i

i

iUi , 

 
������ ��� ����
��
�	�� !�
�� iUΦ 
����: 
 

( ) �
ξ

ξ���
�

���
�
∂ξ
∂ρ

∂ρ
Φ∂

= dtZU
T

i
i 2

1
��� , . 

 
 �

 #��� !�	��
� %�" ρ ���	������	� ��
��������� 
� 	��
	��-
	��� 
	���
�-�
!!�
�	�
���	��� �
��	�	
� 
 

[ ] � ?
ξ =

ξ
∂ρ
Φ∂

���
�

���
�
∂ξ
∂ρ

∂ξ
∂ρ−ρ=

∂
∂ρ dS

t

N

i

i
T

A
12

1
, 

 
�

 
�&�	

 ����
���, ��-�
��	���, ����� ���� 
���������	� ����
���-
	
�, �

����		�� ��&�. 
 "�����	���� �
���
������� 
���������	
� 
������
�		��� ������ 
����� ���� �
�
�����


���	� 	� ��������� �

��
�. 
 
���
� 7. O�
����	
� U ��+�����, ��
�������� 	��
	��	�� 
�������
����
�  �
��	�	
�� 
 

nU ++ξ−ξ−=ξ 2010,� , 
 

���n – ����� ���������
� 	�
�

���		�� &��,  

 	���������� � ������� 
���

���� 
 

Wz +ξ= 251, , 
 

���W – ����� ���������
� ��	�


���		�� &�� � 
	��	�
�	����� DW, 
�
������� �
	���

�����, ��-��
���, 
� �����
� �
	
���� 	���
�����		�-
��
 (#	�
��

) ������

�
	��� �
������ ξ, �, ��-���
��, 
� �����
� ����-
����	
� �
	
����	��� 
	���
���	��� �����	�	
� %�" ρ �� 	�
�

���	-
	�� ����������� ����	���
 N(0,1; ξ). " #��� ������ ��
��� ��
���	���	�� 
�

��

� ����� ���� ���
��	 ��� 
 

( ) ( ) ( )� ��
∞

∞−

∞

∞−
ξξ+ξξρξρ−=

t

t
dtdtUdttJ

0

2
11 ,,ln, , 
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� ���
��, �����������		�: 
 

( ) ( )[ ] ( )� ��
∞

∞−

∞

∞−
ξξ+ξξ−ξρ=

t

t
dtdtUdNtJ

0

2
2

2
2 10 ,;,, . 

 
<�	��
� ������

�
	�� ����	���
 
���
�����	
� ρ � 
������

������ 
������ ��
�������� �
��	�	
�� E�
���	��
�� �
��: 
 

( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ].02,01

01,025,23
2

2121

24422

ρ+
∂ξ
∂−ρ=ρ+

∂ξ
∂−ξ+ρ+

+ξ+ξ
∂ξ
∂ρ+

!&

!
%
$

!#

!
"
 

�
�
�

�
�
�
�

�
ξ−ξρξ+�

�
�

�
�
�
�

�
ξρξ−ξρ=

∂
∂ρ

��
∞

∞−

∞

∞−

UUSUU

ddZ
Dt

A

W

 
 

 <�
�

�� ������	� ��&��

����		��� �����
� ���
����	���
, 	� 
��
��� #���� 
����: 
 

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
!#

!
"
 

−�
�

�
∂ξ
∂ρρ+−��

�
��
� ρ

∂ξ
∂−ρρ+=

=
!&

!
%
$

!#

!
"
 

ξ−ρρ+=−

�

�

∞

∞−

∞

∞−

1
2

2
11

ln1ln1max

ln1maxmax

1

11

UUS

dUJ

A
U

UU
��

 
 

( ) =
&
%
$

ξ�
�
�−

ξ∂
ρ∂ρ+− dUU 2

11ln1
 

 

( ) ( ) ( ) .,,,max 2
112

1
10

1 !&

!
%
$

!#

!
"
 

ξ���
�

���
� −ξρ+

ξ∂
∂ξρ+ξρ= �

∞

∞−
dUUBUBB

U  
 

 O
��	�	
� >���
�, 
����	�� ��� ����
��	
� 
������� �����
� U1, 

���� �
�: 

( ) ( )∂ ρ ξ
∂ξ

ρ ξ
B

B U1
2 12 0

,
,− + = , 

������ 

U B
B

1 2
11

2
1
2

= −
�
�
�

�
�
� =

∂
∂ξ

∂ρ
∂ξ

. 
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 D�������� �	����
�	� ��&�
�����		���, ��
������� ���
����	�� 
��
����	
� U2: 

U N
2 = −�

�
�

�
�
�ρ ∂

∂ξ
∂ρ
∂ξ

. 

 
 8���� �
��	�	
� %�" ρ ���	������	� �

	
���� �������
� �
�: 
 

( ) �
�

�
�
�

�
ρ���

�
���
�

∂ξ
∂−

∂ξ
∂ρ

∂ξ
∂+ρ

∂ξ

∂−ρ=
∂
∂ρ 22

2

2

4
1 NS

t A . 

 
 D�&�	
� ��		��� �
��	�	
� �������������� ������� �
��������-
	�� ����� 	� 
	��
���� ξ ∈ [–30; 30] � &���� Δξ = 0,05 �

 DW = 1,5, 
ρ(ξ,t0) = N(0,1;0,3;ξ) ��� �������  Z(ti), ������		��� � 
��������� �
���		�-
�� �����

���	
� �
��	�	
� ��+���� 
 	���������� 	� 
	��
���� 
t∈ [0,100] ��� ������� D�	��-$���� 4-�� ��
���� � &���� Δt = 0,05 �. 
(<�
�

���	
� ��
����	
� �
�
����
�� �

 #��� � ���&���� �
���	
 
��������	
� 
���

����	�� 
	!�
���

, �.�. ��� ������� �
���		��� &�-
�� �����

���	
� ti). �� ���	��	

 �
���	
 �����

���	
� 
	���
���	�� 
����
��
�	�� �����	�	
� %�" ρ(ξ) �� �
������� N(0,1;ξ) ������
�� ����� 
~ 0,09, ��� ��������� ������� ����� � ������	���
 #!!���
�	��� 
�����-
����	
� �
������		��� ������ ��� �
	���� �	����

��

���	��� ������-
�
������� ��
����	
�  	��
	��	��
 �
	��
����
�
 ��+�����
. 
 B���	��&�� ����
&�	������	
� ��		��� ������ ������	� � 	��
��-
��	

 ���	�&�	
� ���
��
����	�� ���
�� 	� 
���
���
� ��
����	
�. 
 >��, �
���� �����, ����� ���� ����
�	��� �� ���� ���
���
���

 
�
��	�	
� %�" �
������ ����	���		�� �
!!�
�	�
���	�� �
��	�	
� �� 
��
����
�� Y, 
������ �
� (1.42) 

�Y G GUt= +0 , 
 

��� ����� �
���������� �����
 Ut � �
�� ���
�
�	�� ����
 N �����
�� 

( )tUU
N

i
it ?

=
=

1
, ��������
� ������������ ��
�����	
�. 

 8����, � ����������

 � 
�����		��, 	� 1-� &��� �
�����
� �
	��-
�� 
������� ��
����	
� �����
 U1 	������
�� ���

��� 
� �����
� �
	
-
���� !�	��
�	��� 

( )[ ] [ ]�� Φ+ξξρξΦ=
ξ

t

t
U dtUdYJ

0
1 111 ,~, , 

��� ( )~ ,ρ ξ Y  – ����������� ���
���
���
� %�". 
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 E����� �
��	
� 
�������	
��, �

���
� � ���������� �����
�: 
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 '� ��		��� �
��	�	
� �������� ���	������	�� �
��	�	
� ��� ��
�-
����	
� ���
����	��� �����
� U1: 
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�&�	
� ����
��� ��������������, 
����� 
� ��	�
��	��� �
�� !�	��

 <U1. 
 8��, ��� �
��
�
�		�� ����
��
�	�� !�
�� !�	��
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 " ��
���	

 (1.89) �����
� �	���	
� ����������� !�	��

 ~ρ  !�
-
�

����� 	� ��	��� 
�&�	
� �
��	�	
� (1.42) ����� ������	���
 � 	��� 
��
���	
� (1.89): 
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	����� �
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����-
	��� �����
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 �
��	�	
� (1.42), � ����� �

��

�� J1 
 J2, ����
�	�, ���  �����
 U2 ��-
��� ���� �!�
�

���	 � 
���������	
�� �������, ������������ � �

��-
��		��. 8��
� ��
����, ������ 2-�� #���� – ������ �
	���� ���
����	��� 
��
����	
� ( )tU 2 , ����� ���� �!�
���

���	� ��� ������ ��
��� �����
-
!�	��

 U2, ������������ �
	
��� (1.91) 	� �	������� !�	��
� ( )Y,~ ξρ , 
�����
 ��
����
�� Y ����
�� ���������
��� 
�&�	
� (1.90). 8�� ��� ��	-
	�� ������ � ���	����� �� ����	���	
� ��������� � ��&��

����		��, �� 

 ����

�� �� 
�&�	
� ����������� ��� ��. �����
�� �
��	
� ���
���-
	
�, �

���
� � �
��	�	
� ��� ���
����	��� ��
����	
� ( )tU 2 , �	���-
�
�	��� (1.88): 
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��� ��������� �
��	
������ �
�����
� �
	���� �����
� U3, ���
����	��� 
�� �

��

� J3, ������������ �� !�
�� � �

��

��
 J1, J2, �	����
�	� 
��&�
�����		���. R���� ����, � �
�� ����
�	�� 
	��

�	�	���
 ��
����-

� �
��	�	
� �����
� ��
����
�� Y � 	���
� i &��� �
�����
� (
, ����-
�������		�, !�
�

������ ��
����	
� Ui), ����

�� �
	���� ������	�� 
�����	�	���– �����
�� U4,...,UN, ����������� ���	����� ���������
� � 

������
�		�� ��&�. >��, � ���� ���
���, ��������� ���
���� i-� �����
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����	�� �� �
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� Ji, ��� 
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��� � #��� ������ ��� �
��	�	
� 
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	���


���	
� ����
��� ����
&��� �
����� 
�&�	
� ��������		�� �
�-
�����. 
 " �������	
� ��		�� ����� ������� �����
��, ��� 
��� �
	���� 
�������
������� ��
����	
� 	� ��	��� !�
�

���	
� ��
����	
� ����	�-
���� ��
�������� �
������ 	� 
���
�������� ��������
, 
������
�		��
 
��&�, � �
�������� 
���
������ ��� 	���� ��
�����
�	�� �������� ���-



 �������
������� ��
����	
�. 


