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Abstract. The article proposes a mathematical modeling of the 
rapid flow spreading in the wide downstream of the culvert de-
pending on the flow rate, the relative expansion of the downstream 

and the depth of the water at the outlet of the round pipe. An 
open water flow is considered in a non-pressure spreading mode. 
When the Froude numbers are large than four in the channel with 
a relative expansion of b = 3–7, pairing is established according 
to the type of free flow of a two-dimensional turbulent flow, the 
depths and flow rates at each point, the geometry of the free flow 
zone are determined. The flow parameters are calculated at any 
point of the free flow area using the Maple software package. The 
adequacy of the model extreme current line with the experimen-
tal one is shown.
Keywords: rapid open flow, pipes of circular and rectangular 
cross-section, free flow.

Аннотация. В статье предлагается математи-
ческое моделирование растекания бурного по-
тока в широком нижнем бьефе водопропускных 
сооружений в зависимости от расхода потока, 
относительного расширения нижнего бьефа и 
глубины воды на выходе из трубы круглого се-
чения. Рассматривается открытый водный поток 
в безнапорном режиме растекания. При числах 
Фруда, больших четырех в русле с относительным 
расширением b = 3 — 7 устанавливается сопря-
жение по типу свободного растекания двумер-
ного бурного потока, определяются глубины и 
скорости потока в каждой точке, геометрия зоны 
свободного растекания. Параметры потока рас-
считываются в любой точке зоны свободного 
растекания с помощью пакета прикладных про-
грамм Maple. Показана адекватность модельной 
крайней линии тока с экспериментальной. 

Ключевые слова: бурный поток, математи-
ческая модель, водопропускное сооружение, 
свободное растекание.

Надежность дорожных и мелиоративных 
трубчатых водопропускных сооружений во 

многом зависит от гидравлических условий 
работы их нижних бьефов, где возникают слож-
ные пространственные формы сопряжения 
бурного потока. 

Метод расчета заключается в сведении за-
дачи к выбору эквивалентной ширины прямо-
угольной трубы. Задача определения параметров 
потока за прямоугольной трубой решена в ра-
ботах [1–3]. Однако в практике строительства 
дорожных водопропускных сооружений при-
меняются в основном трубы круглого сечения. 
Это доказывает актуальность настоящей рабо-
ты. Актуальность работы также подтверждает-
ся и тем, что необходимо получить аналитиче-
ские, удобные для пользователей зависимости 
по определению параметров потока в окрест-
ности выхода потока из трубы с адекватностью 
реальному процессу, превышающему адекват-
ность по имеющимся в настоящее время мето-
дикам [4–6]. В работах [1–3] показано, что 
решение задачи зависит от критерия Фруда (F

0
) 

на выходе потока из трубы, а именно: решение 
при 1 < F

0
 < 4 отличается от решения при  

4 ≤ F
0 
< ∞. 

ГИДРОТЕХНИЧЕСКОЕ СТРОИТЕЛЬСТВО 
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Определение глубины потока на его 
выходе из круглой трубы и эквивалентной 
ширины потока за прямоугольной трубой

При заданном расходе потока Q и выбранном 
диаметре трубы d согласно методике в справоч-
ной литературе по гидравлике [7] определяется 
параметр расхода для прямоугольных труб Π

Q
. 

Далее из графика зависимости [7] определяет-
ся глубина потока на выходе из трубы 

 h d f Q0 = ⋅ ( )Π .  (1)

Параметры h
0
, Q, d являются исходными для 

решения задачи определения всего комплекса 
параметров потока за круглой трубой. 

По величинам h
0
 и d определим площадь 

живого сечения потока ω
кр

 по формулам в [8] 
(рис. 1, а, б). На рис. 1, а показано живое се-
чение потока в безнапорном режиме работы 

трубы при h r r
d

0 2
≤ =, ,  а на рис. 1, б живое се-

чение потока в полунапорном режиме при  
r < h

0
 < d. 

                     а)                                                б)

Рис. 1. Схема к определению площади живого сечения 
на его выходе из трубы

Для безнапорного режима течения 

 
ω α

α
кр = −





r 2 2

2

sin
,

 (2)

где h r
h

r0
01 1= −( ) = −





cos ; arccos ,α α   при h
0
 ≤ r. 

Для полунапорного режима течения 

 ω α
γ

кр = +





r 2 2

2

sin
,  (3)

где h r
h

r0
01 1= +( ) = −





= −cos ; arccos , ,γ α α π γ  при 

r < h
0
 < d. 

Эквивалентная ширина прямоугольной тру-
бы определяется из условия совпадения пло-
щадей живых сечений на выходе потока из 
круглой и соответствующей прямоугольной 
труб: 

	 ω
кр

 = ω
пр

 = bh
0
. (4)

Определение максимального угла 
растекания потока вдоль крайней верхней 
линии тока

Рис. 2. План растекания потока за эквивалентной 
прямоугольной трубой: b — эквивалентная ширина 

прямоугольной трубы всего потока; b
1
 — ширина трубы 

основного потока

Разделим, условно, живое сечение потока 
в круглой трубе на основное и приточное  
(рис. 2, 3). 

 

                      а)                                                       б)

Рис. 3. Выделение в круглой трубе и соответственно в 
прямоугольной участков, формирующих основной поток 

и его приточную часть — 2, 3

Сечение 1 (рис. 3, а) формирует за круглой 
трубой основной поток. По форме сечение 1 
мало отличается от прямоугольника. Сечения 
2 и 3 формируют приточные части. Их особен-
ность заключается в том, что они примыкают 
к основному сечению и возмущения, возника-
ющие в них, распространяются в потоке неза-
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висимо от основной его части. На рис. 3, б по-
казаны участки, соответствующие участкам на 
рис. 3, а. 

Модуль скорости на выходе потока из трубы 
определим по формуле: 

 V
Q

0 =
ωкр

.  (5)

Тогда параметр кинетичности потока на его 
выходе из трубы:

 τ0
0
2

02
=

V

gH
, где H

V

g
h0

0
2

02
= + .  (6)

Рассматриваем случай, когда τ0
2

3
>  и соот-

ветственно число Фруда F0
0

0

2

1
4=

−
>

τ
τ

.  Мак-

симальный угол растекания потока вдоль линии 
тока, ограничивающей основной поток, опре-
делим по методу, изложенному в работах [1–3]: 

θ
π τ

τ
τ

τmax .L arctg arctg= −( ) +
−

−
−

−
−( )2

3 1
3 1

1
3

3 1

3 1
0

0

0

0

 
(7) 

Далее определим параметры потока τ
L
, θ

L
 в 

точке L. Согласно теории в работах [1–3] эти 
параметры определяются решением системы 
уравнений: 

 τ τ θ θ

τ τ
τ

θ
τ τ

τ

L L L
L

L L

L
K

2

3 2

1

3 2

1
0 0

0

−( ) =

−( )
−

=
−( )

−





sin sin ;

cos .

max




 

(8) 

Решение системы уравнений (8) сводится к 
решению следующего уравнения пятой степе-
ни [9]: 

3 2
2

3 2

1
1

2
2

2
0 0

2

0
2

τ τ
θ

τ

τ τ

τ
τL L

L

L

L−( ) −
−( )













=
−( )

−( )
−(sin max ))2

.
 
(9)

Уравнение (9) имеет единственное решение 
при τ τ0 1< <L .  Решается это уравнение числен-
но с использованием пакетов прикладных про-
грамм Maple или Mathcad. 

Острый угол θ
L
 определяется выражением 

 θ
θ

τ τL

L

L L

=
−( )

arcsin
sin

.max

2

 (10)

Максимальный угол растекания всего потока 
вдоль крайней верхней линии тока (рис. 2) опре-
делим из уравнения эпициклоиды, проходящей 
через точки τ = τ

L
, θ = θ

L
 и τ θ θ= =1, max

L : 

 θ
π

θ
τ

τ

τ
τ

max

.

L
L

L

L

L

L

arctg

arctg

= −( ) + +
−

−
−

−
−

−( )

2
3 1

3 1

1

3
3 1

3 1

 

(11)

Определение параметров потока в точке K 
(рис. 2)

Параметры потока в точке K определяются 
решением следующей системы уравнений: 

 τ τ θ θ

τ τ
τ

θ
τ τ

τ

K K K

K K

K
K

2

3 2

1

3 2

1
0 0

0

−( ) =

−( )
−

=
−( )

−






sin sin ;

cos .

max




 
(12)

Решение системы (12) сводится к решению 
уравнения относительно K аналогично урав-
нению (9). После нахождения корня K угол K 
определяется по формуле 

 θ
θ

τ τK
K K

=
−( )

arcsin
sin

.max

2
 (13)

Далее при расчете параметров потока за эк-
вивалентной прямоугольной трубой необходи-
мо использовать результаты решения задачи, 
приведенные в работе [9]. В настоящей работе 
приведем метод определения параметров по-
тока τ, θ в точках крайней верхней линии тока и 
в точках на оси симметрии потока, а также метод 
определения координат этих точек (рис. 4). 

Определение параметров потока M(τ, θ) на 
крайней линии тока 

Параметры потока ,  вдоль крайней линии 
тока удовлетворяют следующей системе урав-
нений (рис. 4):

 τ τ θ θ

τ τ
τ

θ
τ τ

τ

M M M

M M

M
M

A A

A

2

3 2

1

3 2

1

−( ) =

−( )
−

=
−( )

−






sin sin ;

cos ,

max




 
(14)

где τ
A
 — значение параметра τ в точке A, через 

которую проходит эквипотенциаль AM. 
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Значение τ
A
 задается глубиной потока в точ-

ке A: 

 
h HA A= −( )0 1 τ ,

 следовательно, τ A
Ah

H
= −1

0

.  (15)

Метод решения системы (14) аналогичен 
методу решения системы (12). 

Рис. 4. План растекания потока:
KM — крайняя линия тока; AM — произвольная эквипо-

тенциаль, проходящая через точки A и M

Определение координат точек A и M, 
в которых известны 
параметры τ θ τ θM M A A, ; , = 0

Из содержания работы [9] известно, что спра-
ведлива следующая дифференциальная связь 
между дифференциалами dx, dy, дифференциалом 
dτ и параметром τ вдоль крайней линии тока: 

dx
A h

gH
=

−( ) −( )
−( )

−
−( )
−( ) −( )

2 0

0
3 2

2

2
2 2

3 1 2

2 1

4 3

1 2

τ τ

τ τ

τ θ

τ τ

sin max
33

2 0

0
3

2

2
2 2

2

3 1

2













=

−
−( )

×

×
−( )

d

dy
A h

gH

τ

θ

τ
θ

τ

τ

;

sin

sin

max

max

ττ τ

τ θ

τ τ
τ

1

4 3

1 2
2

2

2 4−( )
−

−( )
−( ) −( )





























sin
,max d




 

(16)

где A
V b

2
0=

sin
.

maxθ

Вдоль оси симметрии потока справедлива 
дифференциальная связь 

 dx
A h

gH
d=

−( ) −( )
−( )

2 0

0
3 2

2 2

3 1 2

2 1

τ τ

τ τ
τ.  (17)

Интегрированием системы (16) найдем ко-
ординаты точки M: 

x
A h

gH

K

K

K K

= ×

×
−( )

−( ) −( ) +
−( )
−( )

−

2 0

0
3

2

2

2

2 2

1 1

1

2

1

1

τ τ
τ τ

τ τ

τ τ
θ

ln
sin mmax

max

| ;

sin

1 2

2 2 2

3 1

2

2 0

0
3

−( ) −( )












= +
−( )

τ τ
τ

θ τ

τ

τ

K

d

y
b A h

gH 22 1

4 3

1 2
2

2

2 4

2

τ τ

τ θ

τ τ

τ

τ

τ

τ

−( )
−

−( )
−( ) −( )













×

×

−

∫
sin

sin

max

K

d

θθ

τ
max

.

2
2−( )























 

(18)

Интегрируя уравнение (17), получим абсцис-
су точки A на оси потока 

 
x x

A h

gH
D= +

−( )
−( ) −( ) +

−( )
−( )











2 0

0
3

0

0

0
2

0
2

2 2

2

1 1

1

1

τ τ
τ τ

τ τ

τ τ
ln 


dτ,

где  x
D
 определяется по формулам, приведенным 

в работах [1–3; 8]. 

Вычисление интеграла в правой части 
выражения для y(τ) в (18) 

Так как вдоль крайней верхней линии тока 

 dy

dx
tg= ( )θ τ ,  (19)

где θ τ
θ
τ τ

( ) =
−( )

−arcsin max

2

 острый угол, то мето-

ды численного интегрирования для определения 
y(τ) во втором уравнении из (20) даны в [10]. 
Пусть 

f
A h

gH
τ

θ τ

τ τ

τ θ

τ
( ) =

−( )
−( )

−
−( )
−( )

2 0

0
3 2

2

2
2 2

3 1

2 1

4 3

1 2

sin sinmax max

−−( )












×

×

−
−( )

τ

τ
θ

τ

4

2

2

1

2

sin
.

max

(20)

Интегрируя второе уравнение системы (16), 
получим 

 y
b

f d I

K

τ τ τ τ
τ

τ

( ) = + ( ) = ( )∫2
.  (21)

Для вычисления интеграла I(τ) воспользу-
емся последовательно формулами: 
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Вычисления проводились с относительной 
погрешностью δ = 0,1%. 

В результате было установлено, что для вы-
числения интеграла (21) с заданной погрешно-
стью можно пользоваться формулой Симпсона 
с шагом ∆τ = 0,05 или меньшим. Погрешность 
вычисления интеграла определялась по прави-
лу Рунге — Ромберга [11]: 

 δ
τ τ

τI

I I

I
=

( ) − ( )
⋅ ( ) ⋅Симп Симп

Симп

∆ ∆
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2

15
100%,

 (24)

где IСимп ∆τ( ) −  значение интеграла, вычислен-
ное по формуле Симпсона с шагом ∆τ = 0,05; 

 IСимп 2∆τ( ) −  значение интеграла, вычислен-
ное с двойным шагом. 

Сравнение формы (геометрии) крайних 
линий тока: модельных и экспериментальных 

Результаты экспериментов взяты из работы 
[12]. Исходные данные для определения мо-

дельных и экспериментальных значений орди-
нат y(x):
1) диаметр трубы d = 25 см; 
2) максимальная глубина потока на выходе из 

трубы h
0
 = 7,5 см; 

3) скорость потока на выходе из трубы V0 191=
см

с
,

Fr
0
 = 4,95.

Таблица 1 

Координаты крайней линии тока свободно 
растекающегося потока и рассогласование 

с экспериментом

№ п/п 1 2 3 4 5 6 7

x
i
, см 5 10 15 20 25 30 35

yi
экс,  см

8 9 12 15 20 25 30

 yi
мод,  

см
7.5 8,7 12,5 15.4 20.8 25,9 31,2

 
δ yi

,
 %

6,25 3,33 4,1 2,67 4,0 3,6 4,0

Выводы по работе 

1. Метод аналитического определения пара-
метров свободно растекающегося водного 
потока в окрестности его выхода из круглой 
трубы оправдан логически и подтвержда-
ется высокой степенью сходимости по 
параметрам потока: реального и модель-
ного. 

2. Численные методы расчета интегралов в ра-
боте с использованием правила Симпсона и 
оценки погрешности результатов модели и 
экспериментов показывают приемлемость 
методов.
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