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Analysis of deflection of the arch truss loaded at the upper belt

Приведён аналитический расчет 
деформации арочной фермы, имеющей две 
опоры, одна из которых неподвижна, другая
– подвижна. Ферма равномерно нагружена 
по верхнему поясу. Для определения 
усилий в стержнях методом вырезания 
узлов использовалась система 
компьютерной математики Maple. С 
помощью метода индукции было получено 
решение в символьной форме для 
произвольных числа панелей, 
геометрических характеристик фермы, 
жесткости поясов и нагрузки. 
Теоретической основой для расчета прогиба
является формула Максвелла-
Мора.
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The analytical calculation of the deformation 
of the arch truss that has two supports, one of 
which is stationary, the other is moveable is 
presented. Truss uploaded in the nodes of the 
upper belt. To determine the forces in the rods 
used a system of computer mathematics Maple 
and the method of cut nodes. By induction we 
obtain analytical solutions in symbolic form 
for the deflection regardless of the size of the 
truss, load, number of panels and the stiffness 
of the belts. The formula of  Maxwell-Mora is 
the theoretical basis for the analytical 
calculation of the deflection.
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Рассмотрим плоскую арочную раскосную ферму (рис.1) с произвольным числом

панелей  n в  средней  ее  части.  Число  панелей  в  боковых частях   примем  m=2.  Расчет

усилий в стержнях фермы может быть произведен как методом вырезания узлов, так и

методом сечений. Метод сечений не имеет эффекта накопления погрешности округления,

однако,  программная  реализация  метода  сечений  затруднительна,  в  то  время  как  для

расчета  методом  вырезания  узлов  известна  программа  [1]  на  языке  символьной

математики  Maple.  Прогиб  фермы  с  определённым  заданным  числом  стержней  будем

определять  с  помощью  формулы   Максвелла-Мора.   Более  трудной  задачей  является

нахождение  зависимости  прогиба  от  числа  панелей  n,  т.е.  решение  задачи  о  прогибе

фермы с не заданным наперёд числом панелей.



 

Рис. 1 Ферма при n=3, m=2

В работах  [2-8]  для  вывода  формулы зависимости  прогиба   от  геометрических

параметров  фермы,  нагрузки   и  числа  её  панелей  использован  метод  индукции  и

компьютерная программа [1].  

Пропорции фермы помимо размеров панелей задают два числа: n — число панелей

в половине средней части фермы и m — число панелей в боковых опорных частях. Число

стержней равно K=8(m+n)+4, включая три стержня, моделирующие опоры. В программу

[1] необходимо ввести данные о координатах шарниров и порядке соединения стержней и

шарниров. Последнее аналогично заданию графа в дискретной математике и реализуется в

виде специальных векторов с координатами – номерами шарниров по концам стержней. 

В  системе  Maple задание  координат  выполняется  в  циклах.  Начало  координат

располагается в левом опорном шарнире (рис. 2):

> r:=2*m+2*n+1:

> for i to r do x[i]:=a*(i-1);  od:

> for i to m do 

    y[i]:=(i-1)*b: 

    y[i+m+2*n+1]:=(m-i)*b: 

 od:

> for i to n do 

    y[i+m]:=(i-1)*c+m*b; 

    y[i+m+n+1]:=m*b+(n-i)*c; 

 od:

> y[m+n+1]:=m*b+n*c:

> for i to r do 

   x[i+r]:=(i-1)*a:

   y[i+r]:=y[i]+h: 



  od:

Расчет  прогиба,  измеряемого  по  вертикальному  смещению  центрального  узла

нижнего пояса  (узел с  номером  n+m+1,  рис.  2),  производится  по формуле Максвелла-

Мора:

,

где введены обозначения: Si – усилия в стержнях фермы от действия внешней нагрузки, Ni

—  усилия  в  стержнях  от  действия  единичной  горизонтальной  силы,  приложенной  к

подвижной опоре,  li — длины стержней,   — число стержней, включая

три стержня, соответствующие подвижной и неподвижной опорам, EF  — их  жесткость.

Жесткость  принята  для  всех  стержней  одинаковой.  Три  опорные  стержня  приняты

недеформируемыми и в сумму не входят.

Рис. 2. Нумерация стержней и узлов в системе Maple, n=2, m=2

Решения будем искать в символьной форме при  m=2, используя метод индукции

для  обобщения  отдельных  решений  на  произвольное  число  панелей  n.  Аналогичные

расчеты смещения подвижной опоры статически определимых ферм содержатся в [9-11].

Более сложные задачи о прогибе  пространственных ферм методом индукции решены в

[12–15]. 

Результатом индукции по десяти фермам является следующая формула: 

,   (1)
где  A, B, C, D, E, Q, H, J  —  коэффициенты, зависящие от числа панелей n, равные:



;   

;

; ;                                        (2)

; ; ; .

Геометрические параметры  d, g, u, v зависят от задаваемых размеров фермы a, b, c,
h и определяются через них следующим образом:

; ; ; .

На  примере  вывода  коэффициента  C,  приведем  фрагмент  программы,

иллюстрирующий процедуру определения рекуррентного уравнения для коэффициентов

искомой формулы и решения этого уравнения

> n:='n': with(genfunc):

> Cn:=13,  19,  50/2,  31,   74/2,   43:

> NN:=nops([Cn])/2:

> Z:=rgf_findrecur(NN, [Cn], Cn_,n);

 := Z ( )Cn_ n 2 ( )Cn_ n 1 ( )Cn_ n 2

> C_n:=simplify(rsolve({Z,seq(Cn_(i)=Cn[i],i=1..NN)},Cn_));

 := C_n 6 n 7

Таким образом, было выведено общее решение, справедливое для произвольного

числа  панелей  n.  На рисунке  2  представлены  графики  зависимости  (1)  безразмерного

прогиба , где обозначена суммарная нагрузка на ферму 

от количества панелей при , c=1м.



Рис.2 Зависимость прогиба от числа панелей n 

Характерной особенностью решения являются точки минимума, приходящиеся на

достаточно  малые значения числа панелей. На практике фермы с такими параметрами

используются редко. Заметна также существенная чувствительность прогиба к высоте  h.

Небольшое увеличение высоты заметно увеличивают жесткость конструкции. 

Для  расчета  устойчивости  и  прочности  фермы  на  практике  необходимо  знать

величины  усилий  в  наиболее  сжатых  и  растянутых  стержнях  фермы.  В  данной

конструкции это стержни в середине верхнего и нижнего пояса соответственно. Методом

индукции получим следующие выражения

Отметим, что усилия в этих стержнях растут с квадратом числа панелей.

Все  полученные  зависимости  могут  найти  применение  при  проектировании  новых  и

оценки  эксплуатационных  характеристик  известных  сооружений  рассмотренного  типа.

Сравнивая найденное решение с аналогичными задачами [2-7], заметим, что оно содержит

больше геометрических параметров — четыре (a, b, c, h), помимо n и m, в то время как в

большинстве  задач их не более трех. Это приводит к усложнению итоговой формулы, в

которой  приходится  методом  индукции  определять  уже  восемь  коэффициентов  (2)  в

зависимости от числа панелей. 

Следующим  (достаточно  трудоемким)  шагом  будет  распространение

аналитических расчетов на произвольное число панелей m в боковых частях фермы.
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